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RESUMO

Acidentes nucleares são eventos com um grande potencial para causar uma significativa
dispersão de material radioativo na atmosfera, resultando em exposição a altas doses
de radiação e contaminação. Com isso, entender como ocorre a liberação de agentes
radiológicos na atmosfera é de prima importância para que sejam adotadas medidas de
intervenção do ponto de vista da Proteção Radiológica. Dessa forma, a investigação do
comportamento de um escoamento atmosférico, utilizando os conceitos de Mecânicas dos
Fluidos, torna-se relevante para a identificação dos focos de maior concentração da nuvem
de material radioativo, aprimorando a defesa contra esse tipo de agente. O presente estudo
tem por objetivo determinar como se comporta a dispersão de agentes radiológicos no meio
sob efeito de um vento estocástico, provenientes da liberação atmosférica oriunda de um
acidente nuclear hipotético em um reator nuclear de pequeno de porte (SMR) que emite
radiação continuamente ao longo do tempo. Na análise desse comportamento, propôs-se
um estudo por simulação desse fenômeno, mediante uso de modelagem computacional.
Para tal, utilizou-se a equação da Advecção-Difusão, que foi o modelo físico base para
toda a construção do trabalho. O campo de velocidades foi inicialmente caracterizado com
uma direção fixa e, na sequência, variou-se esse parâmetro a cada determinados passos de
tempo (a partir de um processo de Wiener com variância 1), de forma que, periodicamente,
a direção e intensidade do vento sofressem alterações. A intensidade dessa turbulência
é dependente dos critérios de Pasquill-Gifford para definição do nível de estabilidade
atmosférica no momento da dispersão. O Método das Diferenças Finitas foi utilizado na
solução da equação da Advecção-Difusão, evidenciando as diferenças inerentes aos métodos
explícito e implícito, para os casos unidimensional e bidimensional. Destaca-se, ainda, a
utilização do Método de Euler-Maruyama para definição do termo estocástico inerente ao
campo de velocidades. Além disso, foram analisadas os números adimensionais de Peclet,
Courant e Fourier e o impacto desses valores na escolha da estratégia computacional
utilizada. Outrossim, destacaram-se as peculiaridades dos escoamentos unidimenisonal e
bidimensional, sob a ótica de escoamentos incompressíveis, diferenciando o padrão que
o campo escalar de concentrações assume ao longo do tempo. Por outra perspectiva, foi
analisada a dose efetiva acumulada a partir da dispersão de agentes radiológicos ao longo do
tempo em uma dada região. Essa análise possibilita uma visão inicial da periculosidade da
área observada, oferecendo sugestões de medidas emergenciais de Proteção Radiológica. Por
fim, ressalta-se que este estudo deu um importante passo na compreensão dos fenômenos
de escoamentos atmosféricos e do planejamento de respostas em situações de emergência,
cuja aplicação não é restrita apenas a acidentes nucleares, mas também a instalações
médicas e industriais que façam uso de fontes radioativas.

Palavras-chave: Dispersão. CFD. Modelagem. Advecção-Difusão. Estocástico.



ABSTRACT

Nuclear accidents are events with significant potential to cause a substantial dispersion of
radioactive material into the atmosphere, resulting in exposure to high doses of radiation
and contamination. Therefore, understanding how the release of radiological agents occurs
in the atmosphere is of paramount importance for the adoption of intervention providences
from the perspective of Radiological Protection. In this regard, investigating the behavior
of turbulent flow using Fluid Mechanics concepts becomes relevant for identifying areas of
higher concentration of the radioactive material cloud, thereby enhancing defense against
such agents. The present project aims to determine the dispersion behavior of radiological
agents in a medium under the influence of stochastic wind, originating from atmospheric
dispersion resulting from a hypothetical nuclear accident in a small modular nuclear
reactor (SMR) continuously emitting radiation over time. In the analysis of this behavior,
a simulation study of this phenomenon was proposed using computational modeling. To
this end, the Advection-Diffusion equation was used as the fundamental physical model
for the entire work. The velocity field was initially characterized with a fixed direction
and, subsequently, this parameter was varied at each certain time step (based on a Wiener
process with variance 1), so that, periodically, the direction and intensity of the wind
changed. The intensity of this turbulence depends on the Pasquill-Gifford criteria for
defining the level of atmospheric stability at the time of dispersion. The Finite Difference
Method was used to solve the Advection-Diffusion equation, highlighting the inherent
differences between explicit and implicit methods for one-dimensional and two-dimensional
cases. Also noteworthy is the use of the Euler-Maruyama Method to define the stochastic
term inherent to the velocity field. Additionally, dimensionless parameters such as Peclet,
Courant, and Fourier were analyzed, along with their impact on the computational strategy
adopted. Furthermore, the peculiarities of one-dimensional and two-dimensional flows
were emphasized, considering incompressible flows and differentiating the pattern that
the scalar concentration field assumes over time. From another perspective, the effective
accumulated dose resulting from the dispersion of radiological agents over time in a given
area was analyzed. This analysis provides an initial assessment of the area’s hazard, offering
suggestions for emergency Radiological Protection measures. Finally, it is worth noting
that this study represents a significant step in understanding atmospheric flow phenomena
and emergency response planning, with applications not limited solely to nuclear accidents
but also extending to medical and industrial facilities utilizing radioactive sources.

Keywords: Dispersion. CFD. Modeling. Advection-Diffusion. Stochastic.
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1 INTRODUÇÃO

No estudo da dispersão de partículas e dos processos envolvendo a transferência de
massa, consideram-se os efeitos combinados de difusão e advecção, de forma a descrever
adequadamente alguns fenômenos físicos. Um caso importante relacionado ao tema envolve
a dispersão de agentes radiológicos na atmosfera (JIMENEZ; ANA, 2016). Isso porque
eventos envolvendo esse tipo de dispersão têm ocorrido de forma marcante desde o domínio
das tecnologias nucleares no século XX. Assim sendo, destacam-se os acidentes em usinas
nucleares (Chernobyl - Ucrânia e Fukushima - Japão), o acidente envolvendo a circulação
de cápsulas de Cs-137 (Goiânia - Brasil) ou ainda na forma de névoa de agentes de
guerra nuclear, como aquelas produzidas por dispositivos de dispersão radiológica (RDD
- radioactive dispersal device) e dispositivos nucleares improvisados (IND - improvised
nuclear device) (GREEN et al., 2016). A Figura 1 apresenta um mapa de calor da dispersão
atmosférica do Cs-137 a partir do acidente com reator nuclear da usina de Chernobyl.

Figura 1 – Dispersão atmosférica de Cs-137 por ocasião do acidente em Chernobyl (BIL-
GIÇ; GÜNDÜZ, 2021).

O transporte de agentes radiológicos na atmosfera pode ser descrito sob uma
abordagem macroscópica pela equação da Advecção-Difusão, que é uma equação dife-
rencial parcial (EDP) parabólica, com forma geral expressa pela Eq. 1.1 (ANDERSON;
TANNEHILL; PLETCHER, 2016)

∂c

∂t
= D∇2c − ∇ · (uc) (1.1)

em que c = c(t, x, y, z) é o campo escalar que representa a concentração das partículas dada
em número de partículas por unidade de volume; u é o campo de velocidades por meio do
qual as partículas são transportadas; e D é o coeficiente de difusão molecular. O primeiro
termo da equação, ∂c

∂t
, descreve a taxa de variação da concentração da substância. Já o

segundo termo, D∇2c, descreve o movimento difusivo das partículas. Por fim, o terceiro
termo, ∇ · (uc), descreve como as partículas são transportadas no espaço, representando o
termo advectivo (JIMENEZ; ANA, 2016).
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Para que as investigações acerca do tema sejam mais realistas, é importante
considerar também as flutuações estocásticas do campo de velocidades do meio em
que ocorre a dispersão e da fonte geradora de contaminação (ANCEY; BOHORQUEZ;
HEYMAN, 2015). Essas flutuações são incluídas nas equações de conservação a partir
de termos estocásticos, fazendo com que tais equações passem a ser classificadas como
equações diferenciais estocásticas (EDE).

Dessa maneira, no contexto da equação da Advecção-Difusão, os ruídos estocásticos
podem ser introduzidos de duas maneiras: adicionando um ruído branco à equação deter-
minística (RICHARDSON, 2017) (Eq. 1.1), conforme Eq. 1.2; ou na forma de um termo
fonte, considerando um campo de velocidades aleatórias (WAN; XIU; KARNIADAKIS,
2004), segundo Eq. 1.3.

∂c

∂t
= D∇2c − ∇ · (uc) + ξ(t, x, y, z) (1.2)

∂c

∂t
= D∇2c − ∇ · (u(x, y, z; ξ)c) (1.3)

sendo ξ(t, x, y, z) um ruído branco.

Pelo fato de a EDE apresentar termos de natureza aleatória, a solução da equação
também tem natureza estocástica e a evolução da distribuição temporal de probabilidade
do ruído branco pode ser calculada por meio da Equação de Fokker-Planck (DITLEVSEN,
2003).

Considerando o contexto apresentado, o presente projeto propõe uma investigação
computacional da dispersão atmosférica de agentes radiológicos empregando equações
diferenciais estocásticas. Ainda, à guisa de introdução, serão apresentados uma breve
revisão da literatura baseda em uma cronologia do estudo do tema; a demarcação do
problema da pesquisa que norteará o estudo pretendido; os consequentes objetivos da
pesquisa elencados a partir da definição do problema; e, finalmente, as justificativas que
motivam o desenvolvimento deste projeto.

1.1 Revisão da Literatura
Ao longo dos anos, muitos estudos envolvendo a dispersão de partículas foram

realizados, com o objetivo de determinar e analisar com maior efetividade a distância que
um agente estaria da sua fonte após um determinado período de tempo. Para isso, diversas
estratégias envolvendo a utilização de modelos matemáticos foram adotadas, possibilitando,
assim, uma progressiva continuidade nos estudos da equação de Advecção-Difusão. A
literatura aponta duas abordagens gerais para tratar o problema da dispersão de partículas:
a experimental, utilizando modelos físicos e estudos de campo; e a computacional, que é o
foco deste projeto, empregando métodos numéricos determinísticos e estocásticos.
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Taylor (1921), Richardson (1925), Rossby (1932), Sutton (1932, 1947a, 1947b, 1950)
apresentaram teorias para a difusão turbulenta, analisando o comportamento de gases e
particulados na atmosfera, por meio da simulação computacional.

Boçon (1998), utilizando técnicas de Fluidodinâmica Computacional (CFD), estu-
dou a dispersão de poluentes na microescala atmosférica por meio do modelo matemático
tridimensional a partir da aplicação da equação da Advecção-Difusão aliada ao modelo de
turbulência κ−ϵ para o cálculo do escoamento e a quantificação da turbulência atmosférica
(BOÇON et al., 1998).

Sklavounos et al. (2004) voltaram seus estudos para a análise e comparação de
modelos de turbulência, a saber, κ − ϵ; κ − ω; SSG (Speziale-Sarkar-Gatski) e SST (Shear
Stress Transport). Os resultados numéricos dos comparativos foram realizados utilizando
dados experimentais gerados nos ensaios de campo da Ilha Torney, no sul da Inglaterra, e,
no geral, apresentaram valores satisfatórios.

Wan et al. (2004) propuseram uma solução numérica para a equação da Advecção-
Difusão bidimensional com transporte advectivo aleatório. A metodologia utilizada para
análise dos fatores estocásticos foi o GPC (Generalized Polynomial Chaos), visto que sua
aplicação é mais eficiente para representar processos não-gaussianos.

Zhang et al. (2007) utilizaram o método de Euler para estudar a concentração
de particulados em espaços confinados, no contexto da dispersão desse material num
ambiente urbano, com o ar atmosférico sendo descrito pelas equações RANS (Reynolds
Averaged Navier-Stokes). Dessa forma, os autores conseguiram verificar que, se os agentes
contaminantes estiverem em concentrações na ordem de partes por milhão em relação ao
ar atmosférico, o modelo físico turbulência κ − ϵ é adequado para descrever a realidade.

Kakosimos et al. (2011) abordaram a dispersão de material particulado proveniente
das atividades de decapeamento de minas de extração de lignita, cuja metodologia envolve
comparar a abordagem numérica do modelo Euleriano-Lagrangeano e a abordagem analí-
tica do modelo Gaussiano. Para isso, os casos de estudos envolviam utilizar um regime
permanente de escoamento, com três velocidades e três direções de vento.

Kranzfeld (2019) pesquisou a dispersão de jatos de aerossóis, de forma a obter
correlações entre velocidade média e concentração média do particulado. O objeto de sua
análise envolveu avaliar de que maneira alguns parâmetros do aerossol, como concentração,
diâmetro da partícula, massa específica da partícula e velocidade inicial do jato influenciam
o transporte das partículas. Para isso, foi utilizado o Método dos Volumes Finitos (MVF)
e o método SIMPLE (acrônimo para Semi-Implicit Method), um algoritmo largamente
utilizado para resolver equações de Navier-Stokes.

Curzio (2020) visou determinar em seu trabalho a melhor blindagem contra radiação
ionizante oriunda da dispersão atmosférica de agentes radiológicos. Em sua pesquisa, o
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autor identificou que o trajeto da pluma de contaminação depende de alguns fenôme-
nos atmosféricos, como as classes de estabilidade de Pasquill-Gifford e intensidade da
turbulência.

Cabe ressaltar que, na literatura, foram encontrados poucos estudos relacionados
a dispersões atmosféricas sob a perspectiva de um regime estocástico para quantificar a
aleatoriedade dos ventos. Neste contexto, grande parte dos estudos relacionados à dispersão
de agentes radiológicos partem do pressuposto do uso da equação de Advecção-Difusão,
abordando apenas o modelo matemático em sua forma determinística. O uso do fator
estocástico fornece maior acurácia para estudos envolvendo o impacto da poluição atmos-
férica provocada por incidentes ou acidentes com material radioativo, dada a característica
turbulenta intrínseca ao vento.

Dessa forma, há a necessidade de mais estudos sobre possíveis implicações referentes
ao vento e à fonte com perturbações estocásticas que descrevam o fenômeno.

1.2 Definição do problema e objetivos
A partir do exposto anteriormente, o emprego da equação da Advecção-Difusão com

perturbações estocásticas ainda necessita de maior detalhamento quanto à quantificação
das flutuações do campo de velocidades em função do comportamento natural dos ventos
na atmosfera e de aleatoriedades na fonte de emissão. Diversas aplicações práticas poderiam
ser esclarecidas pela elucidação do comportamento aleatório em função do tempo para
descrever as variações atribuídas ao regime dos ventos, que são preponderantes para o
entendimento do comportamento dinâmico da dispersão de agentes radiológicos.

Assim sendo, a seguinte pergunta-problema foi estabelecida para conduzir e nortear o
desenvolvimento do presente projeto: Como se comporta a dispersão de agentes radiológicos
no meio sob efeito de um vento estocástico?

Com a definição da pergunta-problema, definiu-se como objetivo geral do pro-
jeto avaliar, por meio de simulações computacionais, o comportamento da dispersão de
agentes radiológicos no meio atmosférico, utilizando a equação da Advecção-Difusão com
perturbações estocásticas.

Para alcançar o objetivo geral proposto, os seguintes objetivos específicos foram
elencados:

a) investigar por simulações computacionais o transporte de partículas com presença
de campo de velocidades unidimensional regular;

b) investigar por simulações computacionais o transporte de partículas com presença
de campo de velocidades unidimensional estocástico;



Capítulo 1. Introdução 20

c) investigar por simulações computacionais o transporte de partículas com presença
de campo de velocidades bidimensional regular;

d) investigar por simulações computacionais o transporte de partículas com presença
de campo de velocidades bidimensional estocástico; e

e) Interpretar e avaliar o comportamento do resultado das soluções.

1.3 Justificativa
O presente projeto foi proposto pela Seção de Defesa Radiológica e Nuclear (SDRN),

do Instituto de Defesa Química, Biológica, Radiológica e Nuclear (IDQBRN) com o objetivo
de proporcionar uma capacitação introdutória na área de Fluidodinâmica Computacional
(CFD) sob a ótica da dispersão de agentes radiológicos para alunos da graduação do
Instituto Militar de Engenharia (IME), de forma a ambientá-los às demandas científico-
tecnológicas do Sistema de Defesa Química, Biológica, Radiológica e Nuclear do Exército
Brasileiro (SisDQBRNEx).

Além disso, o projeto dá continuidade aos esforços do Laboratório de Fluidodinâmica
Computacional Multiescala da Seção de Engenharia Química do IME, que tem desenvolvido
estudos na área de fluidodinâmica computacional com aplicações em defesa, como a
investigação da dispersão de aerossóis por Kranzfeld (2019).

É importante destacar que a pesquisa deste projeto faz parte da Estratégia Nacional
de Defesa e do Plano Estratégico do Exército para o quadriênio 2020-2023 (ação estratégica
3.2.2), visto que os objetivos visam ampliar a capacidade operacional para atuar na
prevenção e no combate às ações DQBRN, aperfeiçoando a capacidade operativa do
SisDQBRNEx, provendo proteção e apoio a órgãos governamentais (CDAEX, 2019).

Com isso, o projeto pode auxiliar Organizações Militares QBRN na previsão da
posição e concentração de um agente radiológico que possa ter sido lançado em algum
ambiente, viabilizando o processo da tomada de decisão pelas instâncias superiores do
Exército Brasileiro, em evento de liberação radioativa, seja deliberada ou acidental.

Numa perspectiva da atenção a cenários típicos de liberação ambiental de materiais
radioativos, seja por ativação de RDD ou acidentes nucleares, o estudo da dispersão de
agentes radiológicos fornece ferramentas de tomada de decisão e elaboração de planos mais
efetivos ao Exército Brasileiro, no tocante a acidentes QBRN, melhorando o desenvolvi-
mento das ações das equipes de resposta nesse tipo de ambiente operacional. Dessa forma,
evita-se uma contaminação desnecessária da tropa ou um espalhamento maior do agente
em questão, fatores cruciais para o sucesso na operação, na saúde dos combatentes e, em
última instância, na preservação do meio ambiente.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste Capítulo, serão apresentados os aspectos teóricos relevantes para o desen-
volvimento desta pesquisa. Para isso, serão abordados os principais conceitos sobre os
fenômenos atmosféricos; equações governantes da dispersão de plumas radiológicas e os
modelos computacionais relativos à dispersão atmosférica.

2.1 Conceitos sobre fenômenos atmosféricos
Para analisar a dispersão de agentes radiológicos, é necessário, primeiro, entender

de que maneira os fenômenos atmosféricos é capaz de influenciar a movimentação das
partículas. Para isso, define-se a Camada Limite Planetária (CLP), que compreende desde
a superfície terrestre até 1500 m de altitude (abaixo da troposfera), como sendo a porção
atmosférica que governa o transporte e a dispersão de contaminantes. Nos primeiros 10%
da CLP, encontram-se edifícios e elementos variados do relevo, que são responsáveis por um
aumento considerável de complexidade na modelagem matemática. Acima dessa primeira
parte da CLP, existem poucas variações verticais nos fluxos turbulentos, sendo as forças
de campo e do gradiente de pressão as mais relevantes para a descrição dos fenômenos
(BOÇON et al., 1998).

Aplicando o conceito de turbulência sob a ótica da CLP, a influência dos ventos
(módulo, direção e sentido) e da topografia da região analisada representam variáveis
fundamentais para investigar o comportamento da distribuição da concentração de agentes
contaminantes como agentes radiológicos, possibilitando a antecipação de eventos críticos
no meio ambiente (CURZIO, 2020).

Em relação à topografia da área de interesse, é importante considerar a “rugosidade”
do terreno no qual ocorre o escoamento. Em áreas urbanas e florestas, por exemplo,
o movimento das partículas sofre intensa interferência, o que gera locais com intensa
instabilidade e turbulência próximo ao solo. Na Figura 2, ilustra-se o esquema de formação
de vórtices na atmosfera, influenciados pela efeitos de turbulência e pela intensidade e
direção dos ventos (BOÇON et al., 1998).

De acordo com a Nuclear Regulatory Commission (NRC), existem 5 parâmetros
meteorológicos que são fundamentais para determinar a estabilidade atmosférica de uma
região, bem como para a preparação para algum possível incidente radiológico, a saber:
direção e velocidade do vento a 10 e a 60 metros de altura, temperatura ambiente a 10
metros do solo, precipitação, umidade atmosférica e diferença vertical na temperatura
(NRC, 2007).
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Figura 2 – Esquema de turbulência e vorticidade na CLP (WYNGAARD, 1992).

Especialmente, os parâmetros de direção e velocidade do vento possuem relação
direta com a classificação de estabilidade atmosférica utilizada pela NRC: o modelo
de Pasquill. Esse modelo foi proposto pelo meteorologista inglês Frank Pasquill, com o
objetivo de explicar o movimento de camadas mais densas do fluido no sentido descendente
enquanto as camadas menos densas ascendem (estratificação atmosférica), baseado em
observações meteorológicas, como a intensidade da radiação solar e as coberturas de nuvens
na atmosfera. Pasquill propôs o conceito de classes de estabilidade, nominadas de A a
F, para quantificar o grau de estabilidade da atmosfera, tornando-se útil nos cálculos de
dispersão (PASQUILL; SMITH, 1983).

A Tabela 1 estabelece os critérios utilizados no modelo de Pasquill para classificar
a atmosfera das classes A (Extremamente instável) até F (Moderadamente estável).

Tabela 1 – Classificação da estabilidade atmosférica com base no modelo de Pasquill
(PASQUILL; SMITH, 1983).

Velocidade do vento (m/s)
Período Diurno Período Noturno
Radiação Solar Fração de cobertura de nuvens

Forte Média Fraca ≥ 4/8 ≤ 3/8

<2 A A-B B - -
2 a 3 A-B B C E F
3 a 5 B B-C C D F
5 a 6 C C-D D D D
>6 C D D D D

2.2 Proteção Radiológica e Quantificação em Eventos Radiológicos
Devido aos efeitos potencialmente nocivos da radiação ionizante, organizações

internacionais surgiram com o objetivo de regular, criar políticas e definir grandezas
relativas à Proteção Radiológica, visando descrever os processos de interação da radiação
com a matéria e a quantificação dos seus efeitos (determinísticos ou estocásticos). Duas
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instituições se destacam nesse cenário: a Comissão Internacional de Unidades e Medidas
de Radiação (International Commission Radiation Units and Meassurements - ICRU) e a
Comissão Internacional de Proteção Radiológica (International Commission Radiological
Protection - ICRP) (ICRP, 2017).

No cenário nacional, a Comissão Nacional de Energia Nuclear (CNEN), autarquia
federal vinculada ao Ministério da Ciência, Tecnologia, Inovações e Comunicações (MCTIC),
criada em 1956 e estruturada pela Lei 4.118, de 27 de agosto de 1962, para desenvolver a
política nacional de energia nuclear, é a instituição responsável por elaborar as normas
para o funcionamento de atividades nucleares no Brasil, de acordo com o que é preconizado
pela ICRU e ICRP.

A compreensão do comportamento e das propriedades de substâncias radioativas e
da interação de tais substâncias com o corpo humano, permitiu determinar níveis máximos
de segurança de exposição a radionuclídeos. Especificamente, o elemento Rn222, isótopo
mais estável do Rn, é um dos maiores causadores de câncer de pulmão (ICRP, 2010), de
forma que a concentração máxima recomendada de exposição é de 300 Bq · m−3.

Uma maneira utilizada pela NRC para definir a concentração de produtos radioati-
vos de Rn222 no ar é o Nível de Trabalho (Working Level - WL). Essa definição considera
valores de exposição no ambiente de minas de Urânio e visa estabelecer qual a concentração
máxima anual segura a qual um trabalhador pode ser submetido durante a jornada de
trabalho. Dessa forma, foi definido que os níveis recomendáveis variam entre 4 mSv e 14
mSv (ICRP, 1991).

Considerando os efeitos potencialmente nocivos da radiação ionizante e a razão
de gás Rn222 e seus produtos de decaimento, a ICRP define que o coeficiente de dose,
grandeza relacionada ao risco nominal, é de 6, 7 · 10−6 mSv · m3 · Bq−1 · h−1 . Esse valor
serve de base para o cálculo da dose efetiva acumulada (E) no corpo humano ao longo de
um determinado período de exposição que, baseado numa concentração de radionuclídeos
variável no tempo, pode ser expresso pela Eq. 2.1 (ICRP, 2014).

E(t) = (6, 7e-6)
∫ t0+T

t0
C(t) dt (2.1)

onde T é o período total de exposição (em horas) e C(t) é a concentração de Rn222 num
instante de tempo (em Bq · m−3).

2.3 Equações de governo da dispersão de plumas radiológicas
Uma vez que a forma de liberação do material radioativo na atmosfera é relevante,

vários modelos foram propostos para estudar modos de liberação atmosférica de material
contaminante e sua propagação no espaço (BOÇON et al., 1998). De forma geral, os modelos
matemáticos utilizados para estudos de dispersão atmosférica podem ser classificados
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segundo as abordagens Euleriana e Lagrangeana, sendo a utilização de uma determinada
classe de modelo dependente da complexidade do problema a ser tratado e dos objetivos
do estudo.

Na perspectiva Euleriana, a dispersão é estudada em termos de uma equação
diferencial para conservação de massa, a qual é resolvida em um domínio fixo no espaço-
tempo. Já no modelo Lagrangeano, a trajetória de cada partícula em dispersão representa
um ponto de interesse em um campo turbulento, caracterizado por condições iniciais
e vínculos físicos específicos. A diferença básica entre as abordagens é que os sistemas
Eulerianos operam em um sistema de referência fixo, ao passo que os modelos Lagrangeanos
seguem o movimento médio das partículas em movimento. Assim sendo, por padronização,
todas as equações do presente projeto estão relacionadas ao sistema Euleriano de referência.

Existem três leis físicas fundamentais que são aplicadas a todo e qualquer fluxo
independentemente da natureza do fluido sob consideração. Para cada uma, tem-se uma
descrição matemática que descreve o fenômeno em questão (WELTY; RORRER; FOSTER,
2020): Lei de Conservação de Massas e a Equação da continuidade; Segunda Lei de Newton
e a Equação de momentum; e Primeira Lei da Termodinâmica e a Equação da energia.

Neste contexto, é importante frisar que as equações supramencionadas se referem
a uma abordagem macroscópica do escoamento dos fluidos. Assim, na aplicação dessas
equações, é válida a hipotése do contínuo, onde os fenômenos de escala molecular são
desprezados, e o fluido pode ser considerado contínuo. Essa hipótese pode ser aplicada,
visto que as escalas macroscópicas de comprimento do escoamento são muito maiores que
o caminho livre médio das moléculas. Dessa forma, o comportamento do fluido pode ser
descrito por meio de propriedades macroscópicas, como velocidade, pressão, densidade e
temperatura, e suas respectivas derivadas no tempo e no espaço.

É importante notar que no estudo de Mecânica dos Fluidos, uma premissa adotada
é a de que o fluido é tratado como um contínuo, no qual todas as características locais,
como massa específica, velocidade e temperatura, são invariáveis, independentemente do
tamanho da região analisada.

2.3.1 Equação da continuidade
Para um determinado volume de controle, a equação da continuidade descreve a

conservação de massa, indicando que qualquer mudança na densidade do fluido ao longo
do tempo deve ser compensada pelo transporte de massa dentro do domínio do fluido.

Essa relação pode ser descrita, na forma diferencial, conforme a Eq. 2.2.

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (2.2)

sendo ρ, a massa específica do fluido; t, o tempo; e u, o campo de velocidades do fluido.
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Figura 3 – Esquema de elemento de volume de fluido (WELTY; RORRER; FOSTER,
2020).

Para o caso de escoamentos incompressíveis, a Eq. 2.2 se reduz a Eq. 2.3

∇ · u = 0 (2.3)

2.3.2 Equação de momento linear
A segunda lei de Newton estabelece uma relação entre a taxa de variação no tempo

de momento linear e as forças atuantes sobre o sistema de interesse.

Sob a ótica do escoamento de fluidos, a equação do momento é uma consequência
da equação da continuidade, indicando que a taxa de variação temporal do momento é
equilibrada pela pressão e pelas tensões viscosas, conforme a Eq. 2.4 (GORAJ, 2016).

∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρu ⊗ u) = −∇p + ∇ · τ + ρf (2.4)

sendo p a pressão; ⊗, o produto diádico dois vetores; f , a força de campo atuante; e τ , o
tensor tensão viscosa, que, no caso de fluidos newtonianos, pode ser relacionado ao campo
de velocidades por meio da Eq. 2.5.

τ = µ
(
∇u + (∇u)T

)
+ µb(∇ · u)δ′ (2.5)

sendo µ, a viscosidade dinâmica do fluido; µb, a viscosidade bulk
(
µb = −2

3µ
)
; e δ′, a

função delta de Kronecker.

Especificamente no caso particular em que µ e ρ são constantes e a força de campo
é a força gravitacional, a Eq. 2.4 desdobra-se à Eq. 2.6, conhecida como a Equação de
Navier-Stokes.

∂

∂t
(ρ u) + ∇ · (ρ u ⊗ u) = −∇p + µ ∇2u + 1

3µ ∇(∇ · u) + ρg (2.6)

onde µ é a viscosidade dinâmica e g é a aceleração da gravidade (BRISTEAU; GLOWINSKI;
PERIAUX, 1987).

No caso particular de escoamentos incompressíveis, a Eq. 2.6 se reduz à Eq. 2.7.

ρ
∂u

∂t
+ ρ u · (∇u) = −∇p + ∇ ·

{
µ
(
∇u + (∇u)T

)}
+ ρg (2.7)



Capítulo 2. Fundamentação Teórica 26

2.3.3 Leis de Fick
Para entender o fenômeno da difusão molar, duas relações empíricas são fundamen-

tais: a primeira e a segunda leis de Fick. O fluxo molar de uma substância é uma grandeza
vetorial diretamente proporcional ao vetor gradiente de concentração da substância e tem
direção oposta ao gradiente. A consequência desse postulado é que a substância difunde-se
do local de maior para o de menor concentração. Sendo assim, a primeira lei de Fick é
descrita de acordo com a Eq. 2.8.

JA = −D∇cA (2.8)

onde JA é o vetor fluxo de difusão da substância A.

Por outro lado, ao analisar como a concentração da substância se comporta em
relação ao tempo, a taxa de variação da concentração é proporcional à difusividade da
substância e à curvatura do perfil de concentração, conforme a Eq. 2.9.

∂cA

∂t
= D∇2cA (2.9)

É importante notar que as duas equações anteriores são válidas sob as hipóteses
da inexistência de movimentação do fluido no qual a substância A está inserida e da
constância dos valores de difusividade e de densidade do meio.

2.3.4 Equação da Advecção-Difusão
A equação da Advecção-Difusão é uma equação macroscópica que deriva dos

princípios da continuidade, conforme abordado na subseção 2.3.1, e por leis fenomenológicas,
como a Lei de Fick, abordadas na subseção 2.3.3.

Para entender como os fenômenos de difusão e o de advecção funcionam de forma
conjunta, é necessário, primeiramente, entender se são processos independentes ou não.
O fenômeno difusivo é um processo aleatório decorrente do movimento molecular, ao
passo que o processo advectivo é decorrente da movimentação da partícula dentro de
um campo de velocidades. Sendo assim, os dois processos não tem qualquer relação de
retroalimentação ou concorrência.

Assumindo difusividade molecular constante e considerando que o fluxo total
molecular (Jx) numa direção arbitrária possa ser descrito como a soma da parcela referente
ao fluxo combinado de momentum com aquela do fluxo molecular, de acordo com a Eq.
2.10 (MITGCM, 2004).

Jx = uxC − D
∂C

∂x
(2.10)

Considerando o elemento de volume da Figura 3, a conservação de massa, como um
caso particular da Equação da continuidade, pode ser reescrita genericamente de acordo
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com a Eq. 2.11.
∂M

∂t
=
∑

ṁin −
∑

ṁout (2.11)

Para a direção x, a variação molecular no volume de controle é dada pela Eq. 2.12.

δṁ|x =
(

uC − D
∂C

∂x

) ∣∣∣∣∣
1
δyδz −

(
uC − D

∂C

∂x

) ∣∣∣∣∣
2
δyδz (2.12)

Mas, usando a expansão em séries de Taylor para combinar os dois termos relacio-
nado ao fluxo, obtêm-se a Eq. 2.13.

uC|1 − uC|2 = uC|1 −
(

uC|1 + ∂(uC)
∂x

∣∣∣∣∣
1
δx

)
= ∂(uC)

∂x
δx (2.13)

De maneira análoga, aplicando o mesmo processo para a parcela relacionada a
difusão, pode-se reescrever a Eq. 2.12 de acordo com a Eq. 2.14

δṁ|x = −∂(uC)
∂x

δxδyδz + D
∂2C

∂x2 δxδyδz (2.14)

Analogamente para as demais direções, e, considerando M = Cδxδyδz, obtêm-se a
equação da Advecção-Difusão (Eq. 1.1) (MITGCM, 2004).

∂c

∂t
= D∇2c − u · ∇c

2.4 Equações Diferenciais Estocásticas
Na seção 2.3, foram apresentadas equações que descrevem fenômenos físicos, de

forma que, para cada conjunto único de condição inicial e condições de contorno, exista uma
solução única e exata correspondente. Esses tipos de modelagem matemática representam
modelos determinísticos, caracterizados pela previsibilidade e ausência de incertezas.

De forma a conseguir lidar com as perturbações inerentes a muitos processos físicos,
o estudo de modelos matemáticos estocásticos se faz necessário, visto que aborda resultados
probabilísticos e com certo grau de variabilidade, com o objetivo de atribuir maior realismo
e confiabilidade na análise do objeto de estudo (ØKSENDAL, 2003).

Uma solução analítica para uma EDE é uma função exata que satisfaz a equação
diferencial para todas as condições iniciais relevantes e é representada por uma fórmula
matemática. No entanto, na maioria dos casos, EDEs não possuem soluções analíticas,
visto que as soluções possuem forte dependência histórica, além de lidar com distribuições
de probabilidade, o que faz com que os métodos analíticos tradicionais usados para resolver
equações diferenciais ordinárias muitas vezes não sejam aplicáveis, criando a necessidade
da aplicação de métodos numéricos.

Diversas são as maneiras de tratar a imprevisibilidade de um fenômeno estocástico.
Nesse projeto, será abordada a aleatoriedade por meio de um processo de Wiener, onde
números aleatórios são gerados com distribuição normal.
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Figura 4 – Comparação entre um modelo matemático determinístico e um modelo mate-
mático estocástico (AUTORIA PRÓPRIA; 2023)

2.4.1 Processo de Wiener
Introduzido por Norbert Wiener na década de 1920, o processo de Wiener (W (t))

é um processo estocástico contínuo com incrementos independentes e estacionários, cujas
mudanças ocorridas são normalmente distribuídas e com variância crescente com o intervalo
de tempo.

Uma característica fundamental que define um processo de Wiener é ser um processo
de Markov, cujo aspecto predominante é que a probabilidade de comportamentos futuros
dependem somente do estado atual, sendo independentes do histórico completo do sistema
(IBE, 2013). Tal definição simplifica a análise e a modelagem da aleatoriedade de um
processo estocástico.

Com isso, em um processo de Wiener (W (t)), qualquer variação ∆W referente a
um intervalo de tempo ∆t, precisa satisfazer às seguintes condições (EL-KALLA; EL-
DESOUKY; EL-BELTAGY, 2018):

a) W (0) = 0;

b) ∆W = N
√

∆t, onde N = N(0, 1); e

c) A variável aleatória N não possui correlação serial, atendendo à propriedade do
processo de Markov.

A partir das propriedades e dos comportamentos apresentados nesta subseção, é
possível definir matematicamente o processo de Wiener generalizado para uma variável X

em função do incremento de Wiener dW , conforme a Eq. 2.15.

dX(t) = α(X(t))dt + σ(X(t))dW (t) (2.15)

em que X(t) é a variável aleatória; α e σ são os parâmetros, de magnitude constante, de
convecção e de variância, respectivamente; e dW (t), o diferencial de natureza estocástica
ligado à fonte de ruído aleatório (SAUER, 2013).
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Além disso, de acordo com as definições apresentadas, pode-se afirmar que ∆W

possui distribuição normal, cuja média, µm(∆W ), é nula e variância, V (∆W ), é ∆t.
Dado um intervalo de tempo ∆t, a variação em X possui distribuição normal, média
µm(∆X) = α∆t e variância V (∆X) = σ2∆t .

A partir dos conceitos apresentados relativos ao cálculo de probabilidades de um
processo estocástico, é possível definir o comportamento do termo estocástico ξ(t) (ruído
branco) presente nas equações diferenciais estocásticas, como sendo a derivada temporal
de um processo de Wiener, conforme a Eq. 2.16.

˙W (t) = ξ(t) (2.16)
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3 METODOLOGIA

Após verificados os fundamentos teóricos necessários para o desenvolvimento do
presente projeto, este capítulo apresenta a metodologia utilizada. Na primeira seção deste
capítulo, são apresentados o problema investigado e as equações resolvidas. A segunda
seção aborda o Método de Diferenças Finitas e desenvolve a discretização de cada um dos
termos da equação da difusão-advecção, considerando a abordagem determinística e traz
uma discussão sobre os métodos utilizados de solução numérica de sistemas algébricos. A
terceira seção apresenta o Método de Euler-Maruyama para solução de EDE. Por fim, a
última seção destina-se a discutir o processo de construção das malhas utilizadas neste
trabalho, abordando sucintamente o estudo de independência de malha empregado.

3.1 Definição do problema
O presente projeto tratou da dispersão do radionuclídeo Rn222, um gás cancerígeno,

altamente ionizante – alfa emissor – e oriundo de produto de fissão. O termo fonte foi gerado
a partir da dispersão atmosférica proveniente de um acidente nuclear hipotético em um
reator modular de pequeno porte (Small Modular Reactor - SMR). Dada uma região finita
quadrada de dimensões L × L representando uma porção do espaço atmosférico, assumiu-
se que esse SMR defeituoso emitiu continuamente o radionuclídeo por meio do sistema
de exaustão dos gases provenientes da instalação nuclear, de forma que a concentração
permaneça constante no local da fonte ao longo de todo o período de simulação, em
unidades de Bq/m3 (CURZIO, 2020).

L

L

Fonte

y

x

vento

Figura 5 – Região finita de dimensões L × L (AUTORIA PRÓPRIA, 2023)

Além disso, a classificação da estabilidade atmosférica (modelo de Pasquill) adotada
foi a F, moderadamente estável, visto que favorece a situação de menor espalhamento
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difusivo (devido ao fenômeno da turbulência), focando mais no transporte da pluma pelo
fenômeno advectivo.

Para o estudo das condições de contorno do problema, faz-se necessário atentar para
cinco localizações específicas dentro da região de interesse: o local da fonte radiológica e as
quatro bordas da região quadrada de dimensões L × L. Em relação à fonte, é importante
perceber que a concentração nessa área permanece inalterada, podendo ser equacionada
da seguinte maneira:

c(t, xs, ys) = Cs, t ≥ 0 (3.1)

onde (xs, ys) são as coordenadas da fonte e Cs é a concentração de radionuclídeos emitida.

Com relação às fronteiras, é importante notar que, apesar de haver transferência
de massa ao longo de toda simulação, para um período de tempo suficientemente grande,
a concentração nas bordas se estabiliza, de forma que não haja variação de concentração
por unidade de volume, o que permite o seguinte equacionamento:

c(tf , x, 0+) = c(tf , x, 0−), 0 ≤ x ≤ L

c(tf , x, L+) = c(tf , x, L−), 0 ≤ x ≤ L

c(tf , 0+, y) = c(tf , 0−, y), 0 ≤ y ≤ L

c(tf , L+, y) = c(tf , L−, y), 0 ≤ y ≤ L

(3.2)

onde tf é o instante de tempo final da simulação.

Em condições que se aproximam da idealidade, considera-se que o campo de
velocidades do fluido atmosférico (ar) não apresente obstáculos e as flutuações no referido
campo sejam causadas apenas por fatores ligados à turbulência inerente à atmosfera. Além
disso, o coeficiente de difusão D do radionuclídeo no ar permanece constante ao longo de
todo espaço e tempo de simulação. A Figura 6 ilustra o que ocorre na região ao redor da
fonte.

3.2 Método das Diferenças Finitas
O método das diferenças finitas é um dos métodos mais utilizados na solução

numérica de EDOs e EDPs, permitindo a resolução de problemas de valor inicial e problemas
de valor de contorno. O propósito desse método visa transformar problemas compostos
por equações diferenciais em um problema envolvendo equações algébricas, a partir da
discretização do domínio de variáveis independentes, utilizando uma malha discreta de n+1
nós, que podem ter o mesmo tamanho (malha uniforme) ou não (malha não-uniforme). É
importante notar que quanto mais refinada a malha, maior a precisão da solução numérica,
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Figura 6 – Ilustração do espalhamento de um ataque QBRN dentro de uma área quadrada
com a presença de vento (COTER, 2016)

porém maior o custo computacional envolvido (ANDERSON; TANNEHILL; PLETCHER,
2016).

Figura 7 – Malha genérica de diferenças finitas (ANDERSON; TANNEHILL; PLETCHER,
2016).

No caso de EDP parabólicas, como a Eq. 1.1, o domínio de solução é aberto em
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uma das direções, não sendo necessário conhecer as condições e/ou um valor final para
resolver a equação. Na Figura 8, a malha possui ni nós na direção x, ao passo que na
direção t, a infinidade de nós permite a computação numérica indefinida, conforme haja a
necessidade.

Figura 8 – Esquema de discretização das EDP Parabólicas (ANDERSON; TANNEHILL;
PLETCHER, 2016).

Após definir o tamanho da malha, é necessário gerar as aproximações numéricas
para as derivadas das variáveis independentes, que são baseadas na diferença entre os
valores em pontos discretos e próximos dentro do domínio. Uma das maneiras de obter
essas aproximações é utilizando a expansão em séries de Taylor em torno de um dado
ponto e que manipulada de forma adequada resulta nas expressões de diferenças finitas
para as derivadas.

u(x) = u(x0) +
k∑

n=1

1
n!

dnu

dxn

∣∣∣∣∣
x0

(x − x0)n + O(|x − x0|k+1) (3.3)

Na discretização espacial, em geral são utilizadas três abordagens para criação dos
nós da malha: diferenças progressivas, regressivas e centrais (ANDERSON; TANNEHILL;
PLETCHER, 2016).

No caso das diferenças progressivas, a derivada de uma função é aproximada usando
informações dos pontos vizinhos à direita do ponto de interesse, sendo a Eq. 3.4 a derivada
progressiva de primeira ordem de uma função genérica u(x).

∂u

∂x
≈ ui+1 − ui

∆x
(3.4)

onde ui é o valor da função u no ponto i da malha e ∆x é o espaçamento uniforme entre
os pontos.
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No caso das diferenças regressivas, a lógica das diferenças progressivas se mantêm. A
variação se dá no fato de que a derivada de uma função é aproximada usando informações
dos pontos vizinhos à esquerda do ponto de interesse, de acordo com a Eq. 3.5.

∂u

∂x
≈ ui − ui−1

∆x
(3.5)

No contexto da abordagem numérica da Equação da Advecção-Difusão, os dois casos
anteriores são particularmente interessante no que diz respeito a problemas nos quais o
fenômeno da advecção é dominante, sendo conhecido como esquema Upwind (ANDERSON;
TANNEHILL; PLETCHER, 2016). Se o fluxo de velocidade é predominantemente para
a direita ou para cima (positivo), a derivada espacial é aproximada usando diferenças
regressivas. Caso contrário, diferenças progressivas são a escolha mais adequada, de forma
que se garanta que as informações sejam propagadas na direção do fluxo.

Já no caso das diferenças centrais, a derivada de uma função é aproximada utilizando
informações dos pontos adjacentes ao ponto de interesse, sendo a Eq. 3.6 a derivada central
de segunda ordem de uma função genérica u(x).

∂u

∂x
≈ ui+1 − ui−1

2∆x
(3.6)

Pelo fato de utilizar pontos adjacentes, essa abordagem garante maior precisão no
valor da derivada, em relação aos casos progressivo e regressivo, que utilizam informações
de apenas um dos lados do ponto de interesse. No contexto da abordagem numérica da
Equação da Advecção-Difusão, o caso das diferenças centrais são mais recomendados para
problemas nos quais o fenômeno da difusão é dominante, sendo conhecido como Central
Difference Scheme (CDS) (ANDERSON; TANNEHILL; PLETCHER, 2016).

Por outro lado, quando se trata da discretização temporal, a abordagem utilizada
para discretizar as derivadas temporais das equações, ou seja, como será computado o
valor da variável do próximo instante de tempo, define o método numérico e a ferramenta
matemática a ser utilizada na resolução do problema. Na subseção 3.2.3, dois métodos
distintos para resolver numericamente a Equação da Advecção-Difusão serão apresentados:
o método explícito e o método implícito.

3.2.1 Análise da estabilidade de solução numérica
Um grande desafio relacionado à solução de EDPs é garantir a estabilidade da

solução numérica, que significa obter soluções nas quais pequenas variações nos parâme-
tros ou condições iniciais impliquem pequenas variações na solução final (ANDERSON;
TANNEHILL; PLETCHER, 2016).

Para analisar a estabilidade de uma solução numérica, é necessário atentar para dois
conceitos relacionados: consistência e convergência. Uma solução numérica é consistente
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quando a discrepância entre a solução numérica e a solução exata diminui à medida que o
tamanho do passo diminui, isto é, o erro de truncamento tende a zero. Por outro lado, uma
solução numérica é convergente se os resultados obtidos se aproximarem da solução exata
quando o tamanho do passo se tornar infinitesimalmente pequeno (HIDAYAT, 2021).

Em resumo, a consistência refere-se à fidelidade da técnica numérica em relação à
equação diferencial, enquanto a convergência avalia a capacidade da técnica em produzir
soluções precisas à medida que o tamanho do passo diminui (ANDERSON; TANNEHILL;
PLETCHER, 2016).

No contexto da equação de Advecção-Difusão, ao substituir as derivadas parciais
e gerar as equações algébricas discretizadas, surgem três parâmetros adimensionais que
permitem a análise da estabilidade da solução numérica: o número de Peclet (Pe), o número
de Courant (Co) e o número de Fourier (Fo) (MENDES et al., 2016).

O número de Peclet (Pe) é um parâmetro adimensional que analisa se a transferência
de massa descrita pela equação possui um caráter mais difusivo ou mais advectivo,
expressando a razão entre a discretização espacial e o comprimento difusivo ( u

D
), conforme

descrito pela Eq. 3.7. Para valores de Pe < 2, o caráter difusivo é mais representativo, ao
passo que para Pe ≥ 2, o fenômeno advectivo torna-se mais relevante (DAUS; FRIND;
SUDICKY, 1985).

Pe = u∆x

D
(3.7)

Considerando o efeito da discretização temporal, utiliza-se o número de Courant
(Co), representado pela Eq. 3.8, que estima a velocidade na qual o método numérico
consegue transportar a informação analisada. Para garantir a estabilidade, o método
numérico deve seguir a condição de estabilidade de Courant–Friedrichs–Lewy, que fixa que
a razão entre a distância percorrida pelo transporte de massa advectivo deve ser menor do
que a discretização espacial, ou seja, Co ≤ 1 (DAUS; FRIND; SUDICKY, 1985).

Co = u∆t

∆x
(3.8)

O número de Fourier (Fo), expresso pela Eq. 3.9, avalia a forma como o erro
associado à solução numérica se propaga no domínio da solução, visto que o erro de
truncamento tem uma natureza gradualmente divergente. Sendo assim, para que o método
seja estável ao longo dos passos de tempo, é necessário que a condição de estabilidade de
Von Neumann seja satisfeita, ou seja, Fo ≤ 0.5 (MICKENS, 2022).

Fo = D∆t

(∆x)2 = Co
Pe (3.9)

3.2.2 Adimensionalização do modelo
A fim de simplificar cálculos e evitar questões relacionadas à diferença na ordem

de grandeza das variáveis, uma solução recomendável é a adimensionalização das equações
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diferenciais parciais (LANGTANGEN; PEDERSEN, 2016).

Como dito anteriormente, o projeto trata da dispersão atmosférica proveniente de
uma fonte radiológica, cuja concentração é constante e igual a Cs, agindo num espaço
de tamanho L (unidimensional) ou área L2 (bidimensional). Sendo assim, aplicam-se as
seguintes mudanças de variáveis:

λx = x

L
=⇒ dx = dλ · L (3.10)

λy = y

L
=⇒ dy = dλy · L (3.11)

ϕ = c

Cs

=⇒ ∇c = ∇ϕ · Cs (3.12)

Dessa maneira, a Eq. 1.1, para o problema com escoamentos incompressíveis,
reduz-se à Eq. 3.13

∂ϕ

∂t
= D

L2 ∇2ϕ − u

L
· ∇ϕ (3.13)

com as condições de contorno expressas por:

ϕ(tf , λx, 0+) = ϕ(tf , λx, 0−), 0 ≤ λx ≤ 1
ϕ(tf , λx, 1+) = ϕ(tf , λx, 1−), 0 ≤ λx ≤ 1
ϕ(tf , 0+, y) = ϕ(tf , 0−, λy), 0 ≤ λy ≤ 1
ϕ(tf , 1+, λy) = ϕ(tf , 1−, λy), 0 ≤ λy ≤ 1

(3.14)

3.2.3 Equações algébricas discretizadas
Tomando como base a Eq. 3.13, é possível apresentar as equações algébricas

discretizadas e os algoritmos utilizados para obter os valores de concentração por unidade
de volume.

Para as equações e métodos a seguir, é de suma importância que a primeira etapa
dos algoritmos seja a inicialização da matriz de valores de ϕ com as condições iniciais
ϕ(0, x) ou ϕ(0, x, y) para todo o domínio espacial do modelo, seguida do estabelecimento
das condições de contorno nos limites do domínio.

Além disso, é necessário definir a distância entre os nós da malha discretizada, por
meio da imposição da quantidade de pontos contidos no domínio discretizado. A relação
numérica entre os dois parâmetros citados é representado pela Eq. 3.15.

∆x = L

nx − 1 ∆y = L

ny − 1 ∆t = L

nt − 1 (3.15)

onde ni é a quantidade de nós da malha espacial ou temporal.
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3.2.3.1 Método explícito

No método explícito, as derivadas temporais são discretizadas utilizando pontos
de tempo atuais, de forma que o valor no próximo instante de tempo seja computado em
função do instante de tempo atual e dos valores das derivadas espaciais já conhecidos.
Dessa maneira, dadas as condições iniciais e de contorno, um método iterativo faz-se
necessário para calcular o valor do próximo passo de tempo de uma equação algébrica, a
partir de informações já conhecidas. Vale ressaltar que esse método é mais restrito quanto
à estabilidade numérica, exigindo passos de tempo menores para garantir a convergência.

As Eq. 3.16 e Eq. 3.17 representam as equações algébricas discretizadas nos domínios
unidimensional e bidimensional, respectivamente, para aplicação no método explícito.

ϕt+1
i = ϕt

i − u

L

∆t

∆λx

(ϕt
i − ϕt

i−1) + D

L2
∆t

(∆λx)2 (ϕt
i−1 − 2ϕt

i + ϕt
i+1) (3.16)

onde u(t, x, y, z) ≡ u(x).

ϕt+1
i,j = ϕt

i,j − ux∆t

∆λx

(ϕt
i,j − ϕt

i−1,j) − uy∆t

∆λy

(ϕt
i,j − ϕt

i,j−1)

+ D

L2

(
∆t

(∆λx)2 (ϕt
i+1,j − 2ϕt

i,j + ϕt
i−1,j) + ∆t

(∆y)2 (ϕt
i,j+1 − 2ϕt

i,j + ϕt
i,j−1)

)
(3.17)

onde u(t, x, y, z) ≡ (ux(x), uy(y)).

i, t+1

i-1, t i, t i+1, t

Figura 9 – Dependência entre os pontos para o método explícito (AUTORIA PRÓPRIA;
2023)

Definidas as condições iniciais, as condições de contorno e as equações algébricas
discretizadas, é necessário atualizar o valor da concentração no ponto (t, i, j), por meio
da iteração de t = 1 até t = nt, x = 1 até x = nx e y = 1 até y = ny. Após esses
passos, a solução numérica da equação estará na matriz ϕ, de dimensão nx × nt, no caso
unidimensional e nx × ny × nt, no caso bidimensional.

3.2.3.2 Método Implícito

No método implícito, as derivadas temporais são discretizadas utilizando pontos
de tempo futuros, de forma que as variáveis da equação algébrica não sejam calculadas
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diretamente, sendo necessária a utilização de ferramentas matemáticas de resolução de
sistemas de equações algébricas lineares da forma [A][ϕ] = [b]. A utilização de valores
futuros torna o método implícito mais estável em relação a condições de estabilidade
numérica, permitindo passos de tempo maiores sem comprometer a acurácia da solução.

As Eq. 3.18 e Eq. 3.19 representam as equações algébricas discretizadas nos domínios
unidimensional e bidimensional, respectivamente, para aplicação no método implícito.

ϕt+1
i = ϕt

i − u

L

∆t

∆λx

(ϕt+1
i − ϕt+1

i−1) + D

L2
∆t

(∆λx)2 (ϕt+1
i+1 − 2ϕt+1

i + ϕt+1
i−1) (3.18)

ϕt+1
i,j = ϕt

i,j − ux∆t

∆λx

(ϕt+1
i,j − ϕt+1

i−1,j) − uy∆t

∆y
(ϕt+1

i,j − ϕt+1
i,j−1)

+ D

L2

(
∆t

(∆λx)2 (ϕt+1
i+1,j − 2ϕt+1

i,j + ϕt+1
i−1,j) + ∆t

(∆λy)2 (ϕt+1
i,j+1 − 2ϕt+1

i,j + ϕt+1
i,j−1)

)
(3.19)

i, t+1

i-1, t+1

i, t

i+1, t+1

Figura 10 – Dependência entre os pontos para o método implícito (AUTORIA PRÓPRIA;
2023)

Definidas as condições iniciais, as condições de contorno e as equações algébricas
discretizadas, é construído um sistema de equações lineares utilizando uma abordagem
de identificação dos coeficientes similar a um sistema de coordenadas cartográficas. Nesse
sistema, os pontos localizados à direita e à esquerda do ponto de concentração ϕt

i (ponto P)
são codificados como leste (E - east) e oeste (W - west), respectivamente. Dessa maneira,
esses coeficientes assumem a seguinte forma:

AP = 1 + Co + 2Fo

AW = −(Co + Fo)
AE = −Fo

simplificando escrita da Eq. 3.18 no formato da Eq. 3.20.

AW ϕt
i−1 + AP ϕt

i + AEϕt
i+1 = ϕt−1

i (3.20)
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Dessa forma, a Eq. 3.20 possui a forma de uma matriz tridiagonal, representado
por [A][ϕ] = [b]; onde A é a matriz principal dos coeficientes, ϕt

i é o vetor incógnita e
ϕt−1

i é o vetor independente. Para isso, implementou-se no MATLAB o algoritmo TDMA,
que tem como objetivo transformar a matriz principal (inicialmente tridiagonal), em uma
matriz triangular superior, facilitando, portanto, a resolução do sistema (FORD, 2015).

3.3 Método de Euler-Maruyama
O método é a versão estocástica do método de Euler, para resolução de EDPs que

envolvem flutuações aleatórias. A característica principal dessa técnica numérica é a adição
de um termo estocástico (bdW ) , cuja incerteza é dependente da constante b, relevância
ou amplitude do ruído estocástico, e de um processo de Wiener.

Sendo um processo de primeira ordem e não dependendo de cálculos complexos, o
método de Euler-Maruyama é computacionalmente eficiente e muito utilizado em diferentes
áreas do conhecimento, como Biologia e Finanças (YI; HU; ZHAO, 2021). Apesar da
extensa aplicabilidade desse método numérico, uma desvantagem acerca de sua utilização
é a possibilidade de erros de discretização estocástica, o que requer passos de tempo
suficientemente pequenos para que os resultados sejam consistentes e convergentes. Em
casos de altos valores de b, métodos numéricos de ordem mais elevada, como o método de
Milstein, são requeridos para melhor precisão dos resultados.

No presente projeto, o termo estocástico foi tratado como um ruído dependente
das coordenadas espaciais, de maneira que, utilizando a Eq. 2.16, chega-se à discretização
explícita apresentada na Eq. 3.21 (GAINES, 1995).

ξ = ∆W (t)√
∆x

= N(0, 1)
√

∆t√
∆x

(3.21)

Além disso, é importante observar que o campo de velocidades do vento atmosférico
será função das coordenadas espaciais, do termo estocástico e de um parâmetro de relevância
estocástica b, responsável pela magnitude da contribuição do ruído na solução da equação
diferencial. Dessa forma, a equação do campo de velocidades é dado pela Eq. 3.22.

u(x; ξ) = u(x) + b · N(0, 1)
√

∆t√
∆x

(3.22)

Portanto, basta adicionar o resultado da Eq. 3.21 às equações 3.16 e 3.18, para
obter a suas formas estocásticas (Eq. 3.23 e Eq. 3.26).

ϕt+1
i = ϕt

i − 1
L

∆t

∆λx

(ϕt
i − ϕt

i−1) ·
(

u(x) + b · N(0, 1)
√

∆t√
∆x

)
+ D

L2
∆t

(∆λx)2 (ϕt
i−1 − 2ϕt

i + ϕt
i+1)

(3.23)
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ϕt+1
i = ϕt

i−
1
L

∆t

∆λx

(ϕt+1
i −ϕt+1

i−1)·
(

u(x) + b · N(0, 1)
√

∆t√
∆x

)
+ D

L2
∆t

(∆λx)2 (ϕt+1
i+1−2ϕt+1

i +ϕt+1
i−1)

(3.24)

Nos casos bidimensionais, o ruído estocástico será tratado como ξ ≡ (ξx(x), ξy(y)),
de forma que o campo de velocidades bidimensional do vento atmosférico seja descrita
pela Eq. 3.25.

u(x, y; ξ) =
(

ux(x) + b · Nx(0, 1)
√

∆t√
∆x

, uy(y) + b · Ny(0, 1)
√

∆t√
∆y

)
(3.25)

Dessa forma, substituindo a Eq. 3.25 nas equações 3.17 e 3.19, obtêm-se as equações
3.26 e 3.27.

ϕt+1
i,j = ϕt

i,j − ∆t

∆λx

(ϕt
i,j − ϕt

i−1,j) ·
(

ux(x) + b · Nx(0, 1)
√

∆t√
∆x

)

− ∆t

∆λy

(ϕt
i,j − ϕt

i,j−1) ·
(

uy(y) + b · Ny(0, 1)
√

∆t√
∆y

)

+ D

L2

(
∆t

(∆λx)2 (ϕt
i+1,j − 2ϕt

i,j + ϕt
i−1,j)

)

+ D

L2

(
∆t

(∆λy)2 (ϕt
i,j+1 − 2ϕt

i,j + ϕt
i,j−1)

)
(3.26)

ϕt+1
i,j = ϕt

i,j − ∆t

∆λx

(ϕt+1
i,j − ϕt+1

i−1,j) ·
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ux(x) + b · Nx(0, 1)
√

∆t√
∆x

)

− ∆t

∆λx

(ϕt+1
i,j − ϕt+1
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uy(y) + b · Ny(0, 1)
√

∆t√
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+ D
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(∆λx)2 (ϕt+1
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(
∆t

(∆λy)2 (ϕt+1
i,j+1 − 2ϕt+1

i,j + ϕt+1
i,j−1)

)
(3.27)

3.4 Independência de Malha
A análise da independência de malha é uma importante etapa para validação e

otimização do método numérico empregado, visando verificar se os resultados obtidos
pela simulação são afetados pela discretização espacial do domínio físico do problema
investigado.

No presente estudo, foram utilizados diferentes número de pontos na malha compu-
tacional (apresentados no Capítulo 4 - Resultados e Discussão), de forma a se buscar a
otimização entre a precisão do modelo e o custo computacional. Neste caso, se o passo da
malha estiver com a valor muito alto, a simulação pode não capturar detalhes importantes,
levando a resultados imprecisos ou até mesmo a problemas de consistência e convergência.
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Por outro lado, caso a malha esteja com o passo muito pequeno, a simulação pode se
tornar computacionalmente cara e desnecessariamente demorada.

No presente projeto, essa análise está intrínsecamente conectada aos parâmetros
adimensionais citados no tópico 3.2.1, visto que ao controlar esses valores, automaticamente
definem-se a quantidade de elementos nas malhas, ao mesmo tempo que as métricas de
estabilidade e consistência são observadas e cumpridas.

3.5 Simulação Computacional
A Eq. 3.13 foi utilizada como base para a modelagem computacional. Para a

obtenção da solução numérica, foi necessário definir as premissas adotadas, os valores das
variáveis físicas e dos parâmetros de simulação.

Para a solução numérica, foi utilizado o método explícito baseado em diferenças
finitas, no qual, devido à predominância do caráter advectivo no ambiente atmosférico, foi
empregado o método Upwind (Pe > 2) para a discretização das coordenadas espaciais.

Para o campo de velocidades, o primeiro passo foi atentar para a condição de
escoamento incompressível, ∇ · u(t, x, y, z; ξ) = 0, de forma que, para os casos unidimen-
sional e bidimensional, as premissas adotadas sejam igualmente atendidas. Dessa forma,
para os casos unidimensional e bidimensional, adotou-se campos de velocidades expressos,
respectivamente, pelas Eq. 3.28 e Eq. 3.29.

u(t, x, y, z; ξ) = 5 + b · ξx (3.28)

u(t, x, y, z; ξ) = (5 + b · ξx, 2 + b · ξy) (3.29)

É importante destacar que adotou-se a premissa de que o parâmetro estocástico
assuma 10 valores diferentes (baseados na Eq. 3.21) ao longo de toda a simulação. O
objetivo desse pressuposto é simular mudanças naturais da direção do vento e, a partir
disso, estudar como a concentração de radionuclídeos afeta o espaço (unidimensional ou
bidimensional) frente ao campo de velocidades imposto.

Ademais, a fim de avaliar a quantidade de radiação a que um indivíduo pudesse
estar exposto quando do acidente, estimou-se o cálculo da dose efetiva acumulada (E) em
cada ponto da malha, a partir da discretização da Eq. 2.1, sendo expressa pela Eq. 3.30 e
Eq. 3.31. Por fim, a Tabela 2 apresenta os valores de parâmetros utilizados na simulação.

Et+1
i,j = (6, 7e-6)Csϕ

t
i,j∆t + Et

i,j (3.30)

E
tf

i,j = (6, 7e-6)Csϕ
tf

i,jtf + E0
i,j (3.31)
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Tabela 2 – Valores utilizados para simulação computacional .

Parâmetro Valor Unidade
Concentração inicial (c(0, x, y)) 0 Bq/m3

Concentração na fonte (Cs) 2,334E+07 Bq/m3

Comprimento do domínio espacial (L) 2000 m
Tempo total de simulação (tf ) 200 s

Coeficiente difusivo (D) 2.11E-05 m2/s
Campo de velocidades (u) Eq. 3.29 m/s

Parâmetro de relevância estocástica (b) 5 -
Courant 0,5 -
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Após definidas as premissas adotadas, os valores das variáveis físicas e dos parâme-
tros de simulação, as condições iniciais e de contorno e o modelo fisicamente consistente, a
equação da Advecção-Difusão foi resolvida para os casos unidimensional e bidimensional.
No prosseguimento, este capítulo visa apresentar e discutir os resultados obtidos a partir
da implementação da metodologia mostrada no capítulo 3 - Metodologia.

Num primeiro momento, são apresentados os perfis da dispersão dos agentes
radiológicos, comparando as abordagens explícita e implícita no modelo determinístico
unidimensional. Em seguida, comparou-se o modelo determinístico com o modelo estocástico
(unidimensional e bidimensional), ressaltando como a mudança na direção do vento afeta o
perfil de concentração de agentes radiológicos e a dose efetiva acumulada. Por fim, foram
discutidos aspectos relacionados ao impacto computacional no tempo de execução de cada
modelo.

É importante destacar que, neste capítulo, todos os gráficos relacionados ao modelo
estocástico, representam uma única possibilidade para os parâmetros físicos considerados.
Conforme discutido no capítulo 3 - Metodologia, os números aleatórios N(0, 1) gerados
em cada simulação variam e, consequentemente, geram efeitos diversos no modelo físico
analisado. Essa condição poderia ser refinada caso fosse optado pela realização de “rodadas”
de simulação, a fim de se obter um valor médio esperado para a concentração e para dose
associada, referente ao radionuclídeo proposto para estudo.

Apesar disso, este estudo utiliza hipóteses conservadoras, as quais tendem a su-
perestimar as concentrações e impactos do material radioativo dispersos no ambiente. A
metodologia apresentada é dedicada à avaliação e, sendo abrangente em escopo, avalia
consequências no ambiente, podendo ser aplicada em uma perspectiva de suporte à decisão.

4.1 Método Implícito e Método Explícito determinístico unidimen-
sional
Como já discutido na subseção 3.2.3, a diferença principal entre os métodos implícito

e explícito reside no fato de que o primeiro possui alta estabilidade do modelo, sendo
computacionalmente mais custoso, ao passo que o segundo é mais rápido e simples de
implementar, apesar de ser mais impreciso e estar restrito à condição de Courant-Friedrichs-
Lewy.

O método explícito, pelo fato de propagar a informação pelos pontos vizinhos da
malha, está sujeito a um fenômeno conhecido como “difusão numérica”. Essa ocorrência
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indesejável no modelo numérico é responsável por gerar imprecisão nos resultados, particu-
larmente em locais da malha onde o gradiente assume um valor expressivo, como é o caso,
por exemplo, do início da simulação do presente estudo, no qual, inicialmente, o valor da
concentração adimensional na fonte é 1 e o valor da concentração do ponto vizinho é zero.

As figuras 11 e 12 apresentam uma comparação do perfil de concentração do agente
radiológico para os métodos explícito e implícito e o perfil de distanciamento dos valores
entre os dois métodos avaliados, para diferentes instantes de tempo. Próximo à concentração
adimensional de 0,5, os dois modelos tendem a ser concordantes, porém, conforme o tempo
de simulação avança, é notável que existe um intervalo no qual o método explícito possui
uma resposta atrasada frente ao modelo implícito e, abaixo da faixa de 0,5, uma resposta
avançada. Esse comportamento é aceitável do ponto de vista teórico, visto que é típico
de modelos que apresentam a característica da difusão numérica (SCHLICHTING; SEIS,
2017).

Figura 11 – Comparação entre abordagem explícita e implícita (AUTORIA PRÓPRIA;
2023)

É importante notar que, para as figuras 11 e 12, o número de pontos da malha
unidimensional utilizado foi 100 pontos. Utilizando malhas refinadas (maior número de
pontos), a média e desvio padrão das diferenças entre os dois métodos tende a dimimuir,
visto que ambos os modelos tendem a ficar mais precisos. Para tal avaliação, uma abordagem
estatística foi utilizada com o objetivo de verificar o comportamento geral da diferença de
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Figura 12 – Diferença entre o método implícito e o explícito (AUTORIA PRÓPRIA; 2023)

valores obtidos pelos métodos implícito e o explícito ao longo do tempo de simulação. As
equações 4.1 e 4.2 visam obter a discrepância entre os dois modelos obtendo a média do
valor absoluto da diferença do perfil de concentração entre as duas abordagens, bem como
o desvio padrão associado a essa diferença.

µ(t) = 1
nx

nx∑
i=1

∣∣∣ϕt
i,explícito − ϕt

i,implícito

∣∣∣ (4.1)

σ(t) =
√√√√ 1

nx

nx∑
i=1

(∣∣∣ϕt
i,explícito − ϕt

i,implícito

∣∣∣− µ(t)
)2

(4.2)

Figura 13 – Variação da média e desvio padrão da diferença para diferentes malhas (AU-
TORIA PRÓPRIA; 2023)

Dentro dessa perspectiva, de acordo com a Figura 13, a evolução da média e
desvio padrão da diferença entre os métodos explícito e implícito de uma malha com 100
pontos e com 800 pontos apresentam melhorias da ordem de 10−2 ou 1% (considerando a
concentração adimensional), o que não representa um ganho substancial, em termos de
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precisão, dado que aumentou-se em 8 vezes a quantidades de pontos e, consequentemente,
o custo computacional. Posteriormente, será abordado a evolução do custo computacional
em relação à quantidade de pontos presentes na malha.

Dessa forma, a escolha entre qual método utilizar deve ser pautada nas caracterís-
ticas específicas de cada situação e nos recursos computacionais existentes. Pelo motivo
de o presente estudo estar tratando de um possível acidente radiológico, é possível que o
método explícito seja o mais recomendável, pelo fato de que em situações de calamidade, a
obteção de respostas rápidas e eficazes são prioritárias frente à precisão fina dos resultados.

4.2 Modelo Determinístico e Modelo Estocástico
Após analisadas as características e diferenças dos métodos explícito e implícito,

nesta seção discutiu-se sobre os modelos determinísticos e estocásticos nos casos uni-
dimensional e bidimensional. A partir da discussão da seção anterior e considerando a
argumentação envolvendo a Figura 13, nesta seção será utilizado o método explícito numa
malha contendo 100 pontos em cada dimensão espacial.

4.2.1 Unidimensional
De maneira geral, para o caso unidimensional, a principal característica que diferen-

cia os modelos determinístico e estocástico é a variação da magnitude do vento estocástico
atuando no sistema. Isto é, em relação ao perfil determinístico de concentrações, o perfil
estocástico pode estar mais avançado ou mais atrasado no sentido da dimensão espacial, a
depender do valor do parâmetro estocástico do instante observado.

Um comportamento interessante é o fato de que o formato da curva tende a se
manter o mesmo durante todo o período de simulação, estando, de forma geral, transladado
para direita ou para a esquerda. Naturalmente, quanto maior o parâmetro de relevância
estocástica b, maior a probabilidade de a curva estar deslocada para direita ou para a
esquerda.

Por outro lado, para valores menores de b, menor a probabilidade de translação
da curva, até o limite de b = 0, no qual o modelo estocástico se comporta exatamente
como o determinístico. A Figura 15 mostra o possível impacto da redução em mil vezes
no parâmetro de relevância estocástica, o que, fisicamente, representaria situações de
baixíssima turbulência no transporte advectivo.

Essa condição mostra a relevância das classes do modelo de Pasquill nos estudos
de dispersão atmosférica, ficando evidente que o pior cenário esperado, isto é, aquele que
oferece o menor tempo de resposta nas ações de proteção contra incidentes/acidentes
radiológicos, ocorre em situações de maior turbulência, caracterizada pela classe A do
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modelo de estabilidade atmosférica citado.

Figura 14 – Comparação entre modelo determinístico e estocástico unidimensional, para
b = 10 (AUTORIA PRÓPRIA; 2023).

Figura 15 – Variação no perfil de concentrações, para b = 10 (AUTORIA PRÓPRIA;
2023).

4.2.2 Bidimensional
Diferente do caso unidimensional, o perfil de concentrações na direção do vento não

tende à mesma concentração da fonte. É observado que o campo de concentrações decai
conforme aumenta a distância para a fonte, visto que os agentes radiológicos se espalham
por uma área, atendendo a hipótese da conservação de massa (Eq. 2.2) estabelecida no
presente estudo.

Além disso, a nuvem de agentes radiológicos não apresenta uma espécie de translação
da curva, pois o principal efeito observável, dada a variação independente dos parâmetros
estocásticos nas duas coordenadas espaciais, é uma alteração na direção do vento. Essa
mudança é o principal diferencial do modelo estocástico bidimensional frente aos modelos
determinísticos e estocásticos unidimensional e ao modelo determinístico bidimensional.
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Figura 16 – Perfil de concentrações do modelo determinístico para o caso bidimensional
(AUTORIA PRÓPRIA; 2023)

É importante notar que há casos nos quais o parâmetro estocástico em uma
coordenada (ou em ambas) é relevante ao ponto de causar inversão na direção do vento.
Essa alteração causa um acúmulo da concentração de Rn222 em algumas regiões do espaço,
de forma que a concentração local fique superior à concentração encontrada na fonte,
elevando a insegurança dessas localidades.

Assim como na análise do parâmetro de relevância estocástica para o caso uni-
dimensional, conforme esse valor aumenta, maior a probabilidade de que o vento mude
de direção e/ou que haja acúmulo de material radioativo em algumas regiões da malha,
como mostra a Figura 18. Além disso, para valores muito altos do parâmetro de relevância
estocástica, é possível que o modelo apresente problemas de convergência, visto que a
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Figura 17 – Perfil de concentrações do modelo estocástico para o caso bidimensional, para
b = 5 (AUTORIA PRÓPRIA; 2023)

probabilidade de inversão de direção do fator advectivo está mais alta e a equação foi
discretizada em diferenças progressivas, o que leva a uma inconsistência no modelo criado
para o presente estudo.
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Figura 18 – Caso de acúmulo de radionuclídeos (AUTORIA PRÓPRIA; 2023)

4.3 Dose Efetiva Acumulada
A Eq. 3.31 mostra que o valor da dose efetiva acumulada é obtida por meio da

distribuição do campo escalar de concentrações adimensionais multiplicada por parâmetros
físicos previamente conhecidos, como coeficiente de dose do radionuclídeo e a concentação
da fonte. Dessa forma, o perfil da dose efetiva acumulada, tende a seguir o padrão assumido
pelo campo de concentrações, sendo mais representativo na direção preferencial do campo
de velocidades do vento.

Sendo assim, baseado na quantidade de dose acumulada e nos potenciais riscos à
saúde, tornam-se necessárias ações imediatas de proteção durante a fase inicial (ou de
emergência) de um evento radiológico e/ou nuclear. Nesse estudo, foram tratadas as ações
de abrigagem e evacuação, cujos níveis genéricos de intervenção para cada situação são,
respectivamente, 10 mSv e 50 mSv (CNEN, 2011). Além disso, foi considerado o valor de
3 mSv como referencial, em alusão ao limite anual de dose para um indivíduo de público
para Rn222 (ICRP, 2017).

Para avaliar as diferentes áreas de ação de proteção, os parâmetros de simulação
computacional desta seção foram os valores da Tabela 2, com exceção dos valores de
comprimento do domínio espacial bidimensional (L), que passou a ser 5000 m, e do tempo
total de simulação (tf), que passou a ser 3600 s. Essa configuração hipotética objetiva
oferecer uma visão inicial da periculosidade da região observada, o que oferece maior
assertividade para a tomada de decisões de autoridades competentes, conforme mostram
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as figuras 19, 20 e 21. Cabe ressaltar que, no caso dos valores estimados de dose efetiva
acumulada, utilizou-se a abordagem estocástica, pelo fato de representar de forma mais
realista uma situação de incidente/acidente com liberação de material para a atmosfera.

Figura 19 – Perfil de Dose Efetiva Acumulada (mSv) (AUTORIA PRÓPRIA; 2023)

Figura 20 – Área de evacuação imediata (AUTORIA PRÓPRIA; 2023)

De acordo com os dados apresentados na Figura 21, que apresenta a evolução da
área atingida pelas plumas de contaminação já dividida em zonas limites em função da
distância ao termo fonte, os resultados indicam que essas zonas limites para adoção das
ações de abrigagem e evacuação evoluem no tempo de forma individual e apresentam
diferenças, quando comparadas entre si, apresentando também severa dependência com as
classes do modelo de Pasquill, que neste estudo, guarda correlação direta com o parâmetro
de relevancia estocástica. Esta dependência se apresenta mais intensa para situações de
menor turbulência na atmosfera.



Capítulo 4. Resultados e Discussão 52

Figura 21 – Áreas de ação de proteção (AUTORIA PRÓPRIA; 2023)

Neste caso, as mudanças podem expandir as classificações de risco para áreas
consideradas inicialmente seguras, alterando o mapa de risco tomado como base para a
construção da estratégia de resposta. Este fato, caso não seja previsto antecipadamente,
pode influenciar dramaticamente as estimativas de recursos e impacto na viabilidade das
operações logísticas em geral, no que diz respeito à atuação de equipes de respostas a
situações emergenciais envolvendo liberação de material radioativo para a atmosfera.

Além disso, cumpre também asseverar que os dados simulados sugerem que as
áreas propostas para evacuação e abrigagem podem sofrer variações positivas (crescimento)
sobretudo nas primeiras horas do evento radiológico, a depender do nível de turbulência
na atmosfera. Esse achado é relevante para subsidiar o processo de tomada de decisão,
uma vez que permite estimar o tamanho da população sob ameaça (taxa de dose), local
e momentos específicos. Permite, ainda, uma avaliação conservadora da expectativa de
crescimento de uma população sob risco em função do tempo, com impacto tanto sobre
alocação de recursos, como ao meio ambiente, num estágio mais avançado.
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4.4 Custo Computacional
Para finalizar a análise deste capítulo, nesta seção serão avaliados os custos com-

putacionais para cada tipo de modelo citado no presente estudo, tomando como métrica
o intervalo de tempo necessário para computação dos dados em função da quantidade
de pontos presentes na malha. Por simplicidade, serão utilizados apenas os modelos de-
terminísticos, visto que, dentro do mesmo número de dimensões espaciais, os modelos
estocásticos devem seguir o mesmo comportamento.

Dessa forma, foram computados os tempos de execução dos métodos explícito
unidimensional, implícito unidimensional para malhas com 100, 200, 400, 800, 1600, 3200,
6400 e 12800 pontos. Para o modelo explícito bidimensional, computou-se o tempo de
execução para malhas com 100, 200, 400 e 800, visto que, a partir de 1000 pontos na malha
bidimensional, o software MATLAB apresenta o erro de não conseguir alocar memória
suficiente para criação da matriz tridimensional requerida.

Figura 22 – Tempo de Execução por quantidade de pontos na malha (AUTORIA PRÓ-
PRIA; 2023)

A partir da Figura 4.4, é possível notar que, em relação ao método explícito unidi-
mensional, o método implícito unidimensional é muito mais custoso computacionalmente
já que, para cada passo de tempo, um sistema algébrico precisa ser resolvido. Por outro
lado, em relação ao modelo explícito bidimensional, é notável que o tempo de execução é
significativamente maior do que o método implícito unidimensional.
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5 CONCLUSÃO

O presente estudo percorreu diversas etapas para atingir seu objetivo geral e
seus objetivos específicos. No decorrer do texto, foram identificados os principais tópicos
sobre a dispersão atmosférica de agentes radiológicos na atmosfera, sob a abordagem
macroscópica descrita pela equação da Advecção-Difusão. No prosseguimento, abordou-se,
nos casos unidimensional e bidimensional, a modelagem determinística e estocástica dessa
equação, permitindo a investigação por simulações computacionais da dispersão de agentes
radiológicos no meio atmosférico sob efeito de um vento estocástico.

Ademais, foi observado, por meio da análise dos números adimensionais (Peclet,
Courant e Fourier), que o fenômeno de transporte de matéria majoritário é o advectivo, em
detrimento ao difusivo. Isso ocorreu porque os parâmetros físicos adotados para o campo
de velocidades e para o coeficiente de difusão, possuem uma diferença entre si de cerca de
5 ordens de grandeza, gerando um elevado valor para o número de Peclet, o que, favorece,
portanto, a utilização do método explícito com o esquema Upwind, cuja restrição é que Pe
seja maior do que 2.

No que se refere à performance dos modelos utilizados, os resultados obtidos
mostraram-se fisicamente coerentes, respeitando premissas adotadas, como a hipótese
da continuidade (conservação da massa). Apesar disso, discutiu-se sobre como o método
explícito tende a apresentar a inconsistência da “difusão numérica”, gerando imprecisões,
principalmente em locais de alto gradiente do campo escalar estudado. Dessa forma, o
fato de o modelo computacional (abordagem estocástica) ser submetido à mudanças no
módulo e direção do vento para determinados intervalos de tempo apresentou, em algumas
simulações, desvios indesejados que, ocasionalmente, estavam relacionados a problemas
de divergência. Apesar disso, na maior parte das vezes, o modelo apresentou resultados
coerentes e concordantes com a fundamentação teórica e metodologia apresentadas nos
capítulos 2 e 3.

Além disso, outra constatação relevante deste estudo se refere à dependência espacial
da dispersão atmosférica em função das distâncias ao ponto de liberação, demonstrando
forte relação com o nível de turbulência existente na atmosfera, que neste estudo, foi
representado pelo parâmetro de relevância estocástica b, em analogia às condições impostas
pelas classes de Pasquill-Gifford.

Dessa forma, as teorias dos modelos computacionais de dispersão foram apresentadas
para simular a dispersão de Rn222 proveniente de um acidente hipotético em um reator
nuclear de pequeno porte (SMR). O resultado das simulações foram discutidas no decorrer
do Capítulo 4, de forma que foi possível avaliar e propor uma região de Predição Detalhada
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de perigo QBRN (CDAEX, 2019), o que é de suma importância para o gerenciamento de
informações e dos sistemas de alertas. Com isso, o estudo apoia a criação de estratégias
complementares para lidar com situações que envolvam um possível evento radiológico
com dispersão de material radioativo.

Como sugestão de trabalhos futuros na área de fluidodinâmica computacional,
sugere-se a combinação do modelo computacional construído com sistemas que integrem
dados meteorológicos locais e informações sobre o terreno. Essa conciliação permitiria
determinar com maior precisão o comportamento dos campos escalares de concentração e
dose efetiva acumulada.

Ressalta-se também que a metodologia apresentada neste estudo mostra condições
de ser aplicada a outras áreas (não apenas à nuclear) que necessitam de ferramentas compu-
tacionais para avaliar desastres em condições de pouca informação inicial. Implantando-se
as necessárias adaptações, resultados semelhantes poderiam servir de apoio à decisão em
outras áreas que envolvam a liberação de materiais químicos ou biológicos.

Além disso, sugere-se a utilização de modelos estocásticos que favoreçam a continui-
dade do campo vetorial de velocidades, de forma que, inconsistências físicas sejam evitadas
durante a simulação. Uma opção é a utilização do método do Polinômio Generalizado
do Caos, que, além de gerar uma função contínua para a variável em questão, é um
modelo mais eficiente para representar processos não-gaussianos, o que não foi abordado
no presente estudo.

Diante do exposto, é seguro dizer que o objetivo geral deste trabalho foi atendido,
visto que diferentes análises para a equação da Advecção-Difusão sob efeito de um vento
estocástico foram realizadas, a partir de dados de concentração de um agente radiológico e
de dose acumulada, obtidos por simulações computacionais.
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APÊNDICE A – SIMULAÇÃO COMPUTACIONAL

A.1 Pré-requisitos
Para executar com sucesso os arquivos de código gerados, os softwares necessários

são git, para versionamento de código, e MATLAB, para execução dos arquivos de extensão
m. Para clonar o repositório, o seguinte comando deve ser utilizado:

g i t c l one https : // github . com/ v in i −machado/ pfc . g i t

A.2 Estrutura do projeto
O código foi inserido na pasta MATLAB/advection_diffusion e distribuído nas

subpastas, de acordo com a Tabela 3

Pasta Descrição
.\mdf_1D Arquivos referentes ao MDF Unidimensional
.\mdf_2D Arquivos referentes ao MDF Bidimensional

.\playground Arquivos Live Script (Pós-processamento interativo)
.\steps Pré-processamento de parâmetros de simulação

.\stochastic Arquivos responsáveis por gerar o ruído estocástico
.\utils Arquivos auxiliares de pós-processamento

inputs.m Pré-processamento de parâmetros físicos
main.m Arquivo principal e executável

Tabela 3 – Estrutura de pastas do projeto

É importante destacar que, para que a simulação seja executada corretamente, basta
que sejam modificados as variáveis contidas no arquivo inputs.m, conforme a necessidade e
objetivos de cada simulação, e executar o arquivo main.m. Os arquivos que não estão na
pasta raiz do projeto são apenas funções que são chamadas ao longo da computação dos
valores de concentração desejados.

A pasta steps faz parte do pré-processamento dos modelos. Seus arquivos consultam
variáveis contidas no arquivo inputs.m para definir parâmetros fundamentais para a
simulação, como a distância entre os nós da malha espacial e temporal.

As pastas mdf_1D e mdf_2D contém os arquivos responsáveis pela resolução
das equações discretizadas e pela construção dos gráficos do perfil do campo escalar de
concentrações. No caso da simulação de modelos estocásticas, as funções da pasta stochastic

git-scm.com
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são chamadas para que, a partir da definição das variáveis básicas do processo de Wiener,
possam compor no ruído estocástico inerente ao campo de velocidades.

A pasta utils faz parte do pré-processamento dos modelos. Seus arquivos auxiliam
na definição de propriedades dos gráficos gerados, além de exportar no formato .csv as
matrizes geradas pela simulação.

Por fim, a pasta playground não constitui parte fundamental do projeto, sendo
apenas uma alternativa interativa para análise dos resultados gerados pelo código, sem
necessidade de pausar a simulação ou de executar várias vezes utilizando os mesmos
parâmetros utilizados no arquivo inputs.m.
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