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“Não sou a favor da guerra, mas para prevenir a guerra
nosso exército deve ser muito forte, bem armado,

e pronto para defender a pátria.”
(Sergey Shoigu)



RESUMO

Neste trabalho, é realizado um estudo de estabilização ativa para sistema de armas
remotamente controlado, montado em viatura de estrutura tubular, com a finalidade de
atuar quando os disparos são realizados com a viatura parada. A modelagem do sistema
completo, composto pela viatura e pelo sistema de armas (planta do problema estudado
para fins de simulação), foi realizada no domínio do tempo pelo método dos elementos
finitos, utilizando elementos finitos unidimensionais, com possibilidade de deslocamento de
translação e rotação nos três eixos espaciais. Para a síntese dos controladores, elaborou-se
um modelo do sistema de armas no domínio da frequência, de maneira a se obter uma
função de transferência de ordem reduzida, possibilitando a aplicação dos conceitos de
controle clássico para a obtenção dos ganhos dos controladores PD e PI. A representação
em espaço de estados do modelo reduzido foi utilizada para a síntese dos controladores
ótimos LQR e LQG. Por fim, foram realizadas simulações dinâmicas em regimes de tiro
variados, com a finalidade de comparar os desempenhos dos diferentes controladores quanto
à rejeição de distúrbios provenientes dos disparos, à intensidade do sinal de controle e
sensibilidade à variação paramétrica da planta (azimute a 0° e a 90°). Embora os sistemas
de armas montados em viaturas geralmente possuam estabilização em azimute e elevação,
no presente trabalho apenas a estabilização em elevação foi analisada. Os resultados
demonstram um melhor desempenho dos controladores clássicos quanto ao desvio padrão
da saída controlada (ângulo de elevação da arma), e menor intensidade de sinal de controle
para os controladores modernos (ótimos). Todos os controladores apresentaram baixa
sensibilidade quanto à variação de azimute.

Palavras-chave: Estabilização de Sistemas de Armas. Controle Clássico. Controle Mo-
derno. Modelagem Dinâmica. Método dos Elementos Finitos. Elementos Finitos Unidi-
mensionais.



ABSTRACT

In this study, an active stabilization analysis is conducted for a remotely controlled weapon
system, mounted in a tubular structure vehicle, whose purpose is to act when the shots are
performed when the vehicle is parked. The complete system model, composed by vehicle
and weapon system (problem plant studied for simulation purposes), was performed in
the time domain by the finite element method, using one-dimensional finite elements, with
the possibility of translational displacement and rotation in the three spatial axes. For
the controller synthesis, a model of the weapon system was elaborated in the frequency
domain, in order to obtain a reduced order transfer function, enabling the application of
the concepts of classical control to obtain the gains of the PD and PI controllers. The
state space representation of the reduced model was used for the synthesis of the optimal
LQR and LQG controllers. Finally, dynamic simulations were performed in varied shooting
regimes, in order to compare the performances of different controllers regarding the rejection
of disturbances from the shots, the intensity of the control signal and the sensitivity to
parametric variation of the plant (azimuth at 0° and 90°). Although the systems of weapons
mounted on vehicles usually have stabilization in azimuth and elevation, in the present
study only the stabilization in elevation was analyzed. The results demonstrate a better
performance of the classical controllers regarding the standard deviation of the controlled
output (weapon elevation angle), and lower intensity of control signal for modern (optimal)
controllers. All controllers showed low sensitivity regarding azimuth variation.

Keywords: Stabilization of Weapons System. Classic Control. Modern Control. Dynamic
Modeling. Finite Element Method. Unidimensional Finite Elements.
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1 INTRODUÇÃO

Como parte fundamental do sistema de defesa de um país, as forças armadas
buscam aprimorar seus equipamentos de maneira a cumprir diversas missões de natureza
bélica atribuídas a elas. A Figura 1.1 mostra o triângulo de ferro [1], utilizado para
situar veículos militares quanto às características de mobilidade, proteção e poder de fogo.
Busca-se uma solução de compromisso entre as três características mostradas, levando-se
em conta a finalidade do veículo, uma vez que geralmente a melhoria em uma causa piora
de desempenho nas outras.

Figura 1.1 – Triângulo de Ferro [1] (adaptada)

Neste contexto, com a evolução dos sistemas de locomoção e de eletrônica embarcada,
viaturas dotadas de sistema de armamento remotamente controlado (SARC) passaram
a ser amplamente utilizadas. Estes avanços possibilitaram melhorias consideráveis na
conferência de proteção (uma vez que não haveria mais a necessidade de exposição do
atirador), poder de fogo (pela maior probabilidade de acerto dos disparos proporcionada
pelos componentes eletrônicos de visualização e estabilização) e mobilidade (possibilidade
de realizar tiros de precisão em movimento, pois o sistema de estabilização compensa as
perturbações oriundas dos acidentes do terreno).

Mas em muitas situações e missões, ainda se faz necessário realizar o tiro com o
veículo parado. Os sistemas de estabilização são projetados para serem utilizados com o
veículo em movimento, para que possam atenuar os efeitos perturbatórios provenientes
dos acidentes do terreno ou da pista. Esses sistemas podem não apresentar bom desempe-
nho quando utilizados com o veículo parado, onde a perturbação no sistema é causada
principalmente pela força de recuo do armamento. Por isso, costuma-se manter o sistema
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de estabilização desligado ao realizar este tipo de tiro.

Sistemas pesados como canhões e obuseiros autopropulsados utilizados pela artilha-
ria geralmente realizam o tiro parado, tendo parte da força de recuo do tiro absorvida pelo
sistema de recuo e volta em bateria da arma e parte absorvida diretamente pelo solo por
meio de pernas de apoio. Além disso, possuem baixa cadência de tiro (em torno de seis
tiros por minuto). Este tipo de sistema é exemplificado na Figura 1.2 pelo autopropulsado
sérvio cal. 155mm Aleksandar [2].

Figura 1.2 – Arma de artilharia autopropulsada Aleksandar 155mm [2]

Sistemas médios e leves, normalmente utilizados para transporte de pessoal, re-
conhecimento ou combate, geralmente não possuem pernas de apoio por questões como
redução de peso e mobilidade. Para esses casos, um sistema de estabilização para o tiro
parado se mostra benéfico, uma vez que atenuaria os efeitos vibratórios decorrentes da
força de recuo.

1.1 Motivação
Segundo Visacro [3], no contexto da segurança nacional, “os próximos combates

serão marcados por engajamento na órbita terrestre, velocidade hipersônica e fogos de
maior alcance, precisão e letalidade”. Viaturas leves dotadas de torres manuais de tiro,
embora possuam grande mobilidade e amplitude visual para realização da pontaria, expõem
o atirador, que geralmente fica com parte do corpo para fora da viatura e sem proteção, a
ataques do inimigo.

Os SARC solucionam o problema da exposição do atirador, uma vez que ele realiza
a pontaria e tiro remotamente, além de geralmente proporcionarem maior precisão que
sistemas manuais e serem menos sensíveis ao grau de habilidade do operador. Para aumentar
a precisão do tiro e, por consequência, propiciar maior eficiência e menor probabilidade de
danos colaterais, sistemas de armas deste tipo geralmente são dotados de controladores
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que atuam no mecanismo de movimentação do armamento para que ele mantenha sua
posição estabilizada, mesmo com o veículo em movimento e sobre terrenos acidentados.

Em testes de tiro realizados no Centro de Avaliações do Exército (CAEx) com
viatura média de rodas, parada, dotada de SARC, observou-se que a pontaria apresentava
maior estabilidade e menor tempo de acomodação após realização do tiro quando o sistema
de estabilização do SARC encontrava-se desligado, com os eixos de seus motores elétricos
freados. Isto pode ocorrer pela diferença entre os padrões vibracionais da viatura em
movimento, sujeita principalmente a perturbações provenientes do solo, e da viatura
parada, sujeita principalmente a perturbações provenientes do recuo do armamento, já que
os sistemas de estabilização dos SARC geralmente são projetados com base em perturbações
do primeiro tipo, podendo, por isso, não apresentar bom desempenho para as do segundo.

Somando-se aos fatores já apresentados, observa-se na literatura científica sobre
controle e estabilização de SARC a prevalência de estudos voltados a veículo de estrutura
rígida, com chassi do tipo monobloco, geralmente dotados de armamento pesado e médio.
Possivelmente, esta prevalência se deve ao fato destes tipos de composições terem sido as
mais comuns na história recente dos equipamentos bélicos. Mas tem-se tornado cada vez
mais comum e importante, no perfil de guerra assimétrica do mundo atual, a utilização de
veículos leves dotados de SARC.

Sistemas aéreos remotamente pilotados (SARP) dotados de SARC já são uma
realidade, assim como veículos aéreos não tripulados (VANT) autônomos dotados de
armamento, como o Blowfish A3, produzido pela empresa chinesa Zhuhai Ziyan UAV
e comercializado para o oriente médio [4]. Veículos terrestres não tripulados (VTNT)
dotados de armamento estabilizado, assim como os VANT, já compõem o arsenal das
forças armadas de alguns países, como o Foster-Miller Talon (Figura 1.3a), cujas opções
de armamento incluem as metralhadoras M240 (7,62mm), M249 (5,56mm), .50" (12,7mm)
e lançador de granada 40mm [5]. Na mesma categoria, as empresas Aselsan e Katmerciler
estão desenvolvendo o Small Tank (Figura 1.3b) [6], a ser entregue ao exército turco.

(a) Talon [5] (b) Small Tank [6]

Figura 1.3 – Veículos terrestres não tripulados dotados de armamento estabilizado
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No Brasil, existem estudos sobre a utilização de VANTs para atividades de medidas
de apoio de guerra eletrônica (MAGE) [7] e de inteligência militar [8], além da perspectiva
de criação de um grupo de pesquisas em VANT e VTNT no Centro Tecnológico do Exército
(CTEx). Adicionalmente, como parte integrante da nova família de blindados de rodas [9],
em novembro de 2019 foi assinado o contrato de aquisição da viatura blindada multitarefa
leve sobre rodas (VBMT-LSR) [10], que já compõe o arsenal de outros países como a versão
LMV Lynx 4x4 [11], dotado de SARC, mostrada na Figura 1.4a. Há previsão de que em
breve a referida viatura, dotada do SARC nacional reparo de metralhadora automatizado
X (REMAX) (Figura 1.4b), também componha o arsenal terrestre nacional, conforme
divulgação da realização, em abril de 2020, de testes de engenharia e de integração [12].

(a) LMV Lynx 4x4 [11] (b) VBMT-LSR 4x4 [12]

Figura 1.4 – Viaturas Iveco 4x4 dotadas de SARC

Sistemas de armas também são amplamente utilizados em viaturas leves de chassi
tubular, como a do modelo de planta adotado neste trabalho. A Figura 1.5a [13] apre-
senta o Chenowth desert patrol vehicle (DPV), utilizado por forças especiais dos Estados
Unidas e do Reino Unido [14], e a Figura 1.5b apresenta a viatura leve de emprego geral
aerotransportável (VLEGA) Chivunk, utilizada pelas forças de ação rápida do Exército
Brasileiro [15].

(a) Chenowth DPV [13] (b) VLEGA Chivunk [15]

Figura 1.5 – Viaturas leves de chassi tubular com reparo para metralhadora
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Projetos e produtos de defesa (PRODE) como os apresentados anteriormente, bem
como as demais tecnologias do Exército Brasileiro que envolvem SARC como a torre
operada Remotamente e estabilizada para canhão 30mm (TORC30) e o REMAX podem
se beneficiar dos conhecimentos adquiridos no estudo proposto deste trabalho, bem como
processos de absorção de conhecimento e transferência de tecnologia envolvendo controle e
estabilização.

1.2 Objetivo e escopo
Este trabalho tem como objetivo simular a dinâmica de uma viatura leve de chassi

tubular, dotada de SARC, parada, durante a realização de diferentes regimes de tiro. Com
base nos resultados obtidos da referida simulação, pretende-se sintetizar controladores por
técnicas de controle clássico (no domínio da frequência) e moderno (no domínio do tempo)
de maneira a estabilizar em elevação a posição do armamento durante a realização dos
tiros.

Embora haja a possibilidade de controle em azimute (Az) e elevação (El) para
os sistemas de armas, nas simulações deste trabalho será analisado apenas o controle
de elevação. Busca-se com a escolha de uma viatura leve de chassi tubular tornar mais
perceptíveis os efeitos das oscilações do sistema ocasionadas pelos disparos. A fim de se
obter um sistema linear e representativo para o nível de oscilações angulares esperadas
(em torno de no máximo mais ou menos cinco graus), o chassi e o SARC foram modelados
pelo método dos elementos finitos (MEF), utilizando elementos finitos unidimensionais
(EFU), com armamento compatível ao tamanho e flexibilidade do sistema, metralhadora
cal. .50"(12,7mm).

Por se tratar de tiro com viatura parada, fatores relevantes do estudo da dinâmica
durante a movimentação do veículo não foram considerados para a modelagem da estrutura,
em especial para a dinâmica dos pneus. Na modelagem do presente trabalho, os pneus
assumem caráter estático e estrutural, sendo consideradas suas características de rigidez e
amortecimento.

Quanto à implementação computacional, optou-se por desenvolver o código da
simulação em vez de utilizar algum pacote comercial de estruturas flexíveis, por esta
abordagem possibilitar que o Exército estude este tipo de problema sem ter de adquirir
os pacotes comerciais, que são de alto custo e geralmente exigem maior capacidade de
processamento dos computadores.

Outra vantagem de se desenvolver código computacional próprio para as simulações
pelo MEF é a possibilidade de incluir no modelo outros componentes como armamento,
motor elétrico, suspensão, pneus e controlador, todos necessários para a simulação proposta
neste trabalho e que não podem ser incluídos na maior parte dos pacotes comerciais
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disponíveis. Por fim, esses softwares são “caixas-pretas”, assim não é possível saber se
todos os aspectos importantes na modelagem são considerados.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

A presente revisão bibliográfica visa analisar, coletar informações e mostrar o estado
do conhecimento atual nas áreas de interesse para o desenvolvimento do estudo proposto.
As referidas áreas de interesse são constituídas pela modelagem da dinâmica veicular,
modelagem de SARC, técnicas de controle e estabilização de SARC e forças provenientes
do sistema de recuo transmitidas à viatura durante o tiro.

Em Fernandes et al. [16] foi feita uma revisão bibliográfica dos artigos publicados
na área de estabilização de torres, com foco na análise da modelagem dinâmica do sistema
e nas técnicas de controle utilizadas. Os trabalhos abordados na referida revisão foram
classificados em três categorias:

- modelos de torre isolada;

- baseados em bancos de testes; e

- modelos de torre e veículo acoplados.

Na análise dos autores, esta última categoria se mostrou mais versátil, pois possibilita
realizar simulações incluindo componentes não lineares e incertezas, embora leve a um
aumento de complexidade nos modelos matemáticos. Além disso, modelos de torre isolada
necessitam de dados de vibração do veículo para cada configuração de simulação, e trabalhos
em banco de testes necessitam do banco de testes em si, além de estarem sujeitos às
limitações de capacidade do banco na geração de perturbações.

No trabalho em questão, ressalta-se que após o primeiro disparo do armamento
empregado na torre, a dinâmica do veículo é influenciada pelos esforços provenientes do
mecanismo de funcionamento da arma. A precisão do sistema também é influenciada pela
deformação no cano ou tubo do armamento gerada pelo disparo. Por conta desses fatores
e, buscando simplificar a análise dinâmica do sistema, a maioria das publicações na área
são referentes ao primeiro disparo.

Outro aspecto importante analisado nesta referência é a comparação entre o desem-
penho dos controladores clássicos, como o proporcional integral derivativo (PID), e dos
controladores modernos como os robustos e os baseados em reguladores. Os controladores
clássicos, embora sejam, geralmente, de ordem menor e de implementação mais simples,
apresentam degradação no desempenho mais acentuada quando se considera as incertezas
paramétricas e as não linearidades no modelo do sistema.

Em Davidov [17] são apresentados tópicos selecionados de projeto, metodologia e
síntese para controladores de sistemas de armas com acionamento elétrico. O conteúdo
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apresentado possui relevância e comprovação prática, pois é baseado na experiência
acumulada em projetos de uma empresa atuante mundialmente na área de torres de
combate (Elbit Computers Ltd.).

Os tópicos apresentados são considerados pelo autor como elementos básicos
na construção de sistemas de combate almejando dois objetivos principais: obter alta
precisão na posição inercial do armamento, mesmo diante de distúrbios provenientes das
irregularidades do terreno com o veículo em movimento; e possibilitar que o sistema
de armas seja controlado remotamente atendendo a requisitos de velocidades lentas de
deslocamento, mesmo presentes as não linearidades como atrito, desbalanceamento e
distúrbios provenientes do solo com o veículo em movimento. O trabalho apresenta dados
de medição direta em sistemas reais, tanto no domínio da frequência como no domínio do
tempo, e os comparam com os resultados obtidos pela simulação proveniente da modelagem,
constatando sua correspondência.

O trabalho de Jakati et al. [18] focou no desenvolvimento do modelo matemático e
na simulação da dinâmica de uma torre de combate integrada em viatura. A estrutura do
veículo foi modelada como meio carro e a torre com três graus de liberdade (da dinâmica
rotacional do motor de acionamento, da culatra e da boca do tubo). Como técnicas de
controle, foram utilizadas a PID, linear quadratic regulator (LQR) e backstepping. Os
comparativos entre as características de desempenho dos diferentes métodos foram feitos
com base em simulação sobre condições de terreno padronizadas, da pista Aberdeen Proving
Ground (APG), e em velocidades específicas de deslocamento do veículo. O trabalho se
propôs a ser um framework de referência para a implementação de estratégias alternativas
de controle para a estabilização de sistemas de armas embarcados em viatura.

O estudo de Shukla [19] focou no desenvolvimento de um sistema de controle que
contempla as dinâmicas de azimute e de elevação da torre integrada a um veículo sobre
lagartas. Inicialmente, foi desenvolvido um modelo considerando somente a elevação da
torre, com cinco graus de liberdade. Depois de incluída a dinâmica de azimute e da viatura,
chegou-se a um modelo com 17 graus de liberdade.

O modelo foi simulado no software SIMULINK®, considerando uma velocidade de
deslocamento do veículo de 25 km/h e de 45 km/h sobre a pista APG e depois validado
no software ADAMS®. Com isso, o trabalho se propôs a prover uma plataforma para
a implementação do método de controle desejado para a estabilização do sistema de
armas, ressaltando-se que características práticas como as forças de recuo, dinâmica de
funcionamento e os efeitos balísticos da arma podem ser incluídos no modelo matemático
a fim de aperfeiçoá-lo.

Fernandes [20] desenvolveu em seu trabalho três controladores para sistema de
armas embarcado em viatura, um PID, com parâmetros ajustados por otimização pelo
método particle swarm optimization (PSO), um µ de 2ª ordem e um µ de 5ª ordem
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(construídos pela técnica de síntese por otimização não suave). Nas simulações foram
consideras as incertezas paramétricas, a folga e a flexibilidade no acoplamento entre o
canhão e o motor que o move. O desempenho dos controladores foi verificado por meio
de um modelo de meio-carro com sistema de armas acoplado, com perturbações de base
referentes a um veículo trafegando a 30 km/h pela pista RRC-9 do Campo de Provas de
Abeerden (APG).

Dos resultados obtidos, concluiu-se que os controladores µ apresentaram melhor
desempenho quanto ao acompanhamento de entradas de referência, à rejeição das per-
turbações de base, à rejeição aos efeitos das variações paramétricas, não linearidade do
sistema, folga e flexibilidade no acoplamento. Concluiu-se também que os controladores µ
apresentam oscilação de grande frequência no sinal de controle, fato que não ocorre com o
controlador PID.

No campo de modelagem da dinâmica veicular, Guedes [21] propõe uma análise
modular por meio da técnica dos grafos de ligação para o sistema veículo e o subsistema
de armas instalado no veículo. Essa sistemática permite que a análise dos subsistemas
do veículo e do subsistema de armas sejam feitas isoladamente e, posteriormente, em
conjunto. No estudo em questão, somente a dinâmica vertical foi verificada. O armamento
utilizado foi a metralhadora Browning .50” (12,7mm), sendo a força por ocasião do disparo,
transmitida para a viatura, estimada com base em sua curva de pressão obtida.

Em Silva e Trigueiro [22] são apresentadas abordagens distintas de modelagem para
um veículo utilizando o MEF no software ANSYS®. No trabalho em questão, o sistema
modelado é composto por passageiros e veículo (ônibus). Os passageiros são modelados
como massa-mola-amortecedor e para o veículo são feitas modelagens distintas, utilizando
elementos finitos de tipos diferentes (chassi com elementos finitos do tipo grelha e com
elementos finitos sólidos, mostrados nas Figuras 2.1a e 2.1b respectivamente).

(a) Elemento finito grelha (b) Elemento finito sólido

Figura 2.1 – Elementos finitos grelha e sólido [22]

O trabalho de Leitão e Pires [23] teve como finalidade projetar o chassi tubular, a
suspensão dianteira e o sistema de direção de um veículo off-road monotripulado (VOM)
com base no regulamento da competição Baja SAE BRASIL [24]. Com isso, esse trabalho
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torna-se uma referência importante para a modelagem proposta do chassi tubular e
suspensão para a presente dissertação, pois os veículos utilizados em ambos os trabalhos
são similares, tendo sido adotados os parâmetros do projeto como valores de referência.

O livro de Jazar [25] é uma referência conhecida no campo de dinâmica veicular.
Um de seus capítulos trata da dinâmica dos pneus, assunto de relevância para a modelagem
dos pneus realizada neste trabalho.

Outra técnica empregada para se obter um modelo da planta do sistema viatura
torre é por identificação. Em Sousa [26] é apresentada uma abordagem de identificação
de sistemas utilizando a metodologia N2CACGO. Com esta metodologia, a função de
transferência de sistemas dinâmicos é determinada de forma analítica por meio de resposta
em frequência. No trabalho em questão, após a identificação e obtenção do modelo linear
da planta, é proposta uma metodologia para a realização da síntese de controle para
a estabilização do REMAX utilizando controlador proporcional integral (PI), com suas
constantes ajustadas pelo algoritmo de PSO.

O trabalho de Michelon [27] avaliou a deflexão vertical e as oscilações de um tubo
de armamento durante o disparo, fenômenos estes que interferem diretamente na precisão
do tiro. O tubo foi modelado como uma estrutura flexível, sujeita a carga móvel, com
elementos finitos unidimensionais em sua discretização. Com o objetivo de atenuar as
vibrações no tubo decorrentes do disparo, foi proposta a inclusão de um absorvedor passivo
de vibrações, com parâmetros obtidos por meio de otimização, que conseguiu reduzir a
amplitude das oscilações em cerca de 46% nas simulações realizadas (em determinadas
condições).

A publicação de Druener e Luyten [28] discorreu sobre algumas das características
da estabilização de armas em veículos sobre rodas. No tópico sobre problemas específicos
no emprego de metralhadoras, foi relatado que por conta da cadência de tiros, as forças de
reação possuem partes significativas de alta dinâmica. Os distúrbios causados pelo recuo
da arma, oscilação do cano e diferentes massas que se movem podem gerar torques com
frequências localizadas no limite da amplitude de banda do sistema de estabilização de
armas. Esse fato limita a possibilidade de as malhas de controle anularem estes distúrbios.

No estudo de um sistema de acompanhamento de alvos realizado por Gruzman [29]
adotou-se um modelo com corpos rígidos conectados entre si por meio de eixos flexíveis
(com rigidez e amortecimento estrutural), onde foram consideradas:

- folgas nos redutores;

- erros nos sensores;

- atritos viscoso e seco;

- limites de saturação para as tensões e correntes nas armaduras dos motores;
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- atrasos de tempo nos dados obtidos pelos sensores; e

- atrasos de tempo na atualização dos sinais de controle.

Muitas dessas não linearidades também se encontram nos sistemas de armas, fazendo com
que esta referência seja relevante para o estudo proposto da presente dissertação.

Em Ades [30] é realizado um estudo na área de controle robusto paramétrico, com
base na síntese parameter robust control by bayesian identification (PRCBI). Esse tipo de
controle trata dos erros de modelagem considerados como perturbações estruturadas, como
as alterações de valores nominais da planta utilizada. Esta síntese é formulada no espaço
de estados e é mais indicada às incertezas estruturadas, diferente das técnicas no domínio
da frequência, como a linear quadratic gaussian – loop transfer recovery (LQG/LTR) e
síntese H∞, mais bem adaptadas às incertezas não estruturadas (retardos, modos de alta
frequência não considerados, dinâmicas não modeladas, entre outras). O autor desenvolveu
um controlador que levou em conta uma solução de compromisso entre a robustez em
estabilidade e em desempenho por meio da aplicação de técnicas de otimização.

Da revisão bibliográfica realizada sobre o projeto de controladores para a esta-
bilização de sistema de armas, observou-se uma lacuna de trabalhos realizados para a
estabilização ativa de SARC montado em viatura com a finalidade de atuar quando os
disparos são feitos com a viatura parada, uma vez que as simulações realizadas geralmente
baseiam-se na viatura se movendo em velocidade controlada, com distúrbios do solo gerados
por obstáculos padronizados (pista APG). Além disso, a grande maioria dos estudos na
área levam em conta a estabilização e eficácia somente do primeiro tiro, desconsiderando
nos modelos as vibrações causadas pela dinâmica de funcionamento do armamento ao
longo de disparos consecutivos. Com isso, o estudo proposto no presente trabalho objetiva
contribuir para o preenchimento da lacuna observada nesta área de pesquisa.



37

3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Para a modelagem dinâmica (pelo MEF utilizando EFU) do sistema composto pela
viatura e SARC (a planta do problema estudado no presente trabalho), faz-se necessária
uma revisão teórica sobre MEF e EFU, bem como das técnicas de controle empregadas
(conceitos de controle clássico para controladores do tipo PID e de controle moderno para
os do tipo LQR e LQG) para a estabilização do tiro com o veículo parado. O presente
capítulo apresenta a fundamentação teórica utilizada na modelagem do sistema, síntese
dos controladores, simulação e geração dos resultados apresentados no trabalho em tela.

3.1 Modelagem de estruturas pelo MEF utilizando EFU
Com o intuito de considerar os efeitos de flexibilidade estrutural do sistema, por

método computacional numérico, a estrutura formada pelo chassi e SARC é modelada
utilizando EFU pelo MEF. Os modelos discretizados para os EFU podem ser obtidos
conforme metodologia abordada em Rao [31] e Craig [32], sintetizada e apresentada de
maneira didática e exemplificada em Gruzman [33]. Para o desenvolvimento deste trabalho,
todos os EFU são compostos por dois nós, um em cada extremidade do elemento. A seguir
é apresentado o desenvolvimento da metodologia utilizada.

Há quatro EFU básicos, definidos de acordo com o tipo de deslocamento possível
nos nós que os compõem. Há também o elemento espacial (ES), que permite todos os
deslocamentos possíveis dos quatro elementos básicos. O Quadro 3.1 apresenta os tipos de
deslocamento possíveis e a quantidade de graus de liberdade (GL) para cada elemento.
A Figura 3.1 ilustra os EFU básicos e a Figura 3.2 mostra o elemento espacial com seus
respectivos sistemas de coordenadas e deslocamentos possíveis.

(a) Barra (b) Eixo

(c) Viga Plana Vertical (d) Viga Plana Horizontal

Figura 3.1 – EFU básicos [33] (adaptada)
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Quadro 3.1 – Tipos de elementos finitos unidimensionais

Elemento Deslocamentos possíveis GL

Barra colinear ao seu eixo longitudinal x 2

Eixo rotacional em torno do seu eixo longitudinal x 2

Viga Plana Vertical
transversal ao seu eixo longitudinal x, no sentido
de seu eixo vertical y e rotacional em torno do seu
eixo transversal horizontal z

4

Viga Plana Horizontal
transversal ao seu eixo longitudinal x, no sentido
do seu eixo horizontal z e rotacional em torno de
seu eixo transversal vertical y

4

Espacial
colinear ao seu eixo longitudinal x, transversal ao
seu eixo longitudinal x, no sentido do seu eixo
horizontal z e vertical y e rotacional em torno de
seus eixos x, y e z

12

Figura 3.2 – Elemento espacial [33] (adaptada)

Na modelagem de um sistema, os deslocamentos dos nós ui(t) em função do tempo
t, onde i vai de 1 ao número de graus de liberdade do sistema, são provenientes de esforços
que agem sobre ele. O conjunto dos deslocamentos possíveis ui(t) dos nós do sistema é
representado pelo vetor u(t), chamado de vetor de deslocamentos dos nós. Para que se
possa calcular esses deslocamentos, levando-se em conta as propriedades mecânicas da
estrutura, é necessário antes calcular as matrizes de rigidez, de massa e de amortecimento
da estrutura, representadas por [K], [M ] e [C] respectivamente, além de definir o vetor de
forças e torques externos f(t) que age sobre a estrutura. Obtém-se u(t) pela resolução da
Eq. 3.1.

[M ]ü(t) + [C]u̇(t) + [K]u(t) = f(t) (3.1)

As propriedades dimensionais e mecânicas do material necessárias para o cálculo
das matrizes de rigidez e de massa, bem como suas unidades de medida de acordo com o
sistema internacional de unidades (SI) [34], são apresentadas no Quadro 3.2.
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Quadro 3.2 – Propriedades dimensionais e mecânicas para o cálculo de [K] e [M ]

Símbolo Significado (unidade de medida)

EE Módulo de elasticidade do elemento (Pa)
GE Módulo de elasticidade transversal do elemento (Pa)
ePE Espessura da parede do elemento (m)
DeE Diâmetro externo do elemento (m)
DiE Diâmetro interno do elemento (m)
AE Área da seção transversal do elemento (m2)
IE Momento de inércia da seção transversal do elemento (m4)
JE Momento polar de inércia da seção transversal do elemento (m4)
LE Comprimento do elemento (m)
ρE Momento de inércia da seção transversal do elemento (kg/m3)

3.1.1 Obtenção das matrizes de rigidez e de massa para os elementos
Calcula-se as matrizes de rigidez e de massa para os elementos básicos conforme as

Eq. 3.2 e 3.3 para o elemento de barra (EB), 3.4 e 3.5 para o elemento de eixo (EE), 3.6
e 3.7 para o elemento de viga plana vertical (EVV) e 3.8 e 3.9 para o elemento de viga
plana horizontal (EVH).

[K]EB = EEAE
LE

 1 −1

−1 1

 (3.2)

[M ]EB = ρEAELE
6

2 1

1 2

 (3.3)

[K]EE = GEJE
LE

 1 −1

−1 1

 (3.4)

[M ]EE = ρEJELE
6

2 1

1 2

 (3.5)
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[K]EV V = EEIE
L3
E



12 6LE −12 6LE

6LE 4L2
E −6LE 2L2

E

−12 −6LE 12 −6LE

6LE 2L2
E −6LE 4L2

E


(3.6)

[M ]EV V = ρEAELE
420



156 22LE 54 −13LE

22LE 4L2
E 13LE −3L2

E

54 13LE 156 −22LE

−13LE −3L2
E −22LE 4L2

E


(3.7)

[K]EV H = EEIE
L3
E



12 −6LE −12 −6LE

−6LE 4L2
E 6LE 2L2

E

−12 6LE 12 6LE

−6LE 2L2
E 6LE 4L2

E


(3.8)

[M ]EV H = ρEAELE
420



156 −22LE 54 13LE

−22LE 4L2
E −13LE −3L2

E

54 −13LE 156 22LE

13LE −3L2
E 22LE 4L2

E


(3.9)

O conjunto dos deslocamentos possíveis uiE (t) dos nós de um EFU E, em que i
varia de 1 ao número de graus de liberdade do elemento E, é representado pelo vetor uE(t),
chamado de vetor de deslocamentos dos nós do elemento E. Os vetores de deslocamentos
dos elementos básicos (EB, EE, EVV e EVH) podem ser obtidos fazendo-se a correlação
entre o vetor de deslocamentos dos nós do ES, uES(t), com os deslocamentos possíveis
de cada elemento básico. Esta correlação pode ser realizada utilizando as matrizes de
correlação de deslocamentos B[T ]A, que realizam a correlação dos deslocamentos de um
sistema A com os de um sistema B. Sendo assim, para se obter o vetor de deslocamentos
dos nós do EB a partir de uES(t), conforme correlação dos deslocamentos apresentados
nas Figuras 3.1a e 3.2, realiza-se as operações conforme mostrado nas Eq. 3.10 e 3.11.

uEB(t) = EB[T ]ESuES(t) (3.10)
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u1EB
(t)

u2EB
(t)

 =

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0





u1ES
(t)

u2ES
(t)

u3ES
(t)

u4ES
(t)

u5ES
(t)

u6ES
(t)

u7ES
(t)

u8ES
(t)

u9ES
(t)

u10ES
(t)

u11ES
(t)

u12ES
(t)



(3.11)

Portanto, a matriz de correlação de deslocamentos EB[T ]ES é dada por (Eq. 3.12):

EB[T ]ES =

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

 =

 1 01×5 01×6

01×6 1 01×5

 (3.12)

Analogamente, repetindo-se o processo para os demais elementos básicos, obtêm-se
as matrizes de correlação de deslocamentos EE[T ]ES, EV V [T ]ES e EV H [T ]ES, apresentadas
respectivamente pelas Eq. 3.13, 3.14 e 3.15.

EE[T ]ES =

 01×3 1 01×8

01×9 1 01×2

 (3.13)

EV V [T ]ES =



0 1 01×10

01×5 1 01×6

01×7 1 01×4

01×10 0 1


(3.14)
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EV H [T ]ES =



01×2 1 01×9

01×4 1 01×7

01×8 1 01×3

01×10 1 0


(3.15)

De posse das matrizes de correlação de deslocamentos para cada elemento básico
em relação ao elemento espacial, bem como suas respectivas matrizes de rigidez e de massa
[K]E e [M ]E, pode-se obter as matrizes de rigidez e de massa para o elemento espacial
[K]ES e [M ]ES escrevendo as matrizes [K]E e [M ]E no sistema espacial, representadas por
ES[K]E e ES[M ]E respectivamente, e então somando as de cada tipo para cada elemento
básico. As Eq. 3.16 e 3.17 escrevem as matrizes de rigidez e de massa dos elementos E no
sistema espacial e as Eq. 3.18 e 3.19 calculam as matrizes [K]ES e [M ]ES, onde denota-se
an,m como o elemento da linha n e coluna m da matriz [A] e [A]T como a transposta de
[A].

ES[K]E = E[T ]TES [K]E E[T ]ES (3.16)

ES[M ]E = E[T ]TES [M ]E E[T ]ES (3.17)

[K]ES = ES[K]EB + ES[K]EE + ES[K]EV V + ES[K]EV H
= ES[A] + ES[B] + ES[C] + ES[D]

=



a1,1 0 0 0 0 0 a1,2 0 0 0 0 0
0 c1,1 0 0 0 c1,2 0 c1,3 0 0 0 c1,4
0 0 d1,1 0 d1,2 0 0 0 d1,3 0 d1,4 0
0 0 0 b1,1 0 0 0 0 0 b1,2 0 0
0 0 d2,1 0 d2,2 0 0 0 d2,3 0 d2,4 0
0 c2,1 0 0 0 c2,2 0 c2,3 0 0 0 c2,4
a2,1 0 0 0 0 0 a2,2 0 0 0 0 0

0 c3,1 0 0 0 c3,2 0 c3,3 0 0 0 c3,4
0 0 d3,1 0 d3,2 0 0 0 d3,3 0 d3,4 0
0 0 0 b2,1 0 0 0 0 b2,2 0 0
0 0 d4,1 0 d4,2 0 0 0 d4,3 0 d4,4 0
0 c4,1 0 0 0 c4,2 0 c4,3 0 0 0 c4,4



(3.18)
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[M ]ES = ES[M ]EB + ES[M ]EE + ES[M ]EV V + ES[M ]EV H
= ES[E] + ES[F ] + ES[G] + ES[H]

=



e1,1 0 0 0 0 0 e1,2 0 0 0 0 0
0 g1,1 0 0 0 g1,2 0 g1,3 0 0 0 g1,4
0 0 h1,1 0 h1,2 0 0 0 h1,3 0 h1,4 0
0 0 0 f1,1 0 0 0 0 0 f1,2 0 0
0 0 h2,1 0 h2,2 0 0 0 h2,3 0 h2,4 0
0 g2,1 0 0 0 g2,2 0 g2,3 0 0 0 g2,4
e2,1 0 0 0 0 0 e2,2 0 0 0 0 0

0 g3,1 0 0 0 g3,2 0 g3,3 0 0 0 g3,4
0 0 h3,1 0 h3,2 0 0 0 h3,3 0 h3,4 0
0 0 0 f2,1 0 0 0 0 f2,2 0 0
0 0 h4,1 0 h4,2 0 0 0 h4,3 0 h4,4 0
0 g4,1 0 0 0 g4,2 0 g4,3 0 0 0 g4,4



(3.19)

3.1.2 Obtenção das matrizes de correlação de deslocamentos
As matrizes de correlação E[T ]G para sistemas simples com relativamente poucos

EFU podem ser definidas de maneira individual para cada elemento por simples observação.
Porém, no caso de sistemas mais complexos e/ou com muitos EFU, o processo manual
de definição das matrizes E[T ]G se mostra consideravelmente trabalhoso, sujeito a erros e
demoradas revisões do código computacional no caso de modificação ou atualização de
elementos que compõem o sistema.

Em consequência, foi desenvolvido um algoritmo de maneira a automatizar a
definição das matrizes de correlação tomando como entrada as matrizes denominadas
[nos] e [elementos], inspiradas na descrição sumária do resumo de Lima e Gonçalves [35].
As linhas da matriz [nos] são formadas pelas coordenadas espaciais de cada um dos n
nós do sistema, conforme mostrado pela Eq. 3.20, e as linhas da matriz [elementos] são
formadas pelos índices niEi e nfEi dos nós inicial e final de cada um dos m elementos Ei
que compõem o sistema conforme mostrado pela Eq. 3.21.

[nos] =



N1T

N2T

...

NnT


=



N1x N1y N1z

N2x N2y N3z
...

...
...

Nnx Nny Nnz


(3.20)
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[elementos] =



niE1 nfE1

niE2 nfE2

...
...

niEm nfEm


(3.21)

Com base nas coordenadas espaciais NIEi e NFEi dos nós inicial e final niEi e
nfEi de cada EFU (Ei), é possível determinar o vetor unitário e1Ei

, que possui direção e
sentido do eixo xE do referencial do elemento Ei representado no referencial global, por
meio da Eq. 3.22.

e1E
=
[
e1xE

e1yE
e1zE

]T
= NFE −NIE
||NFE −NIE||

(3.22)

Uma vez calculado e1Ei
pela Eq. 3.22, partindo-se dos valores de NFEi e NIEi

e por meio das relações geométricas observadas na Figura 3.3, onde e1, e2 e e3 são os
vetores unitários que possuem, respectivamente, direção e sentido dos eixos x, y e z no
referencial do sistema global, é possível determinar os valores de e1Ei

, e2Ei
e e3Ei

em função
de αEi e βEi (em que e2Ei

e e3Ei
são, respectivamente, os vetores unitários que possui

direção e sentido dos eixos yEi e zEi do referencial do elemento Ei, com suas coordenadas
representadas no referencial global) conforme mostrado na Eq. 3.23.

Ressalta-se aqui que os ângulos αEi e βEi utilizados neste trabalho não são os
mesmos que compõem os três ângulos de Euler (α, β e γ) [36, 37, 38], que definem uma
rotação de coordenadas tridimensionais univocamente por três rotações sucessivas (a
primeira, α, em torno do eixo z do sistema inicial, a segunda, β, em torno do eixo x′

do sistema resultante da rotação em α, e a terceira, γ, em torno do eixo z” do sistema
resultante após a rotação β).

Os ângulos αEi e βEi utilizados neste trabalho referem-se, respectivamente, aos
ângulos de rotação do sistema de coordenadas em torno do eixo z e em torno do eixo −y
do sistema inicial e podem ser calculados conforme Eq. 3.24 e 3.25. Com isso, busca-se
alinhar o eixo xE com o eixo do EFU e o eixo z” do sistema rotacionado (referencial do
elemento Ei) permanece contido no plano xz do sistema inicial. Caso e1xE

= e1zE
= 0,

define-se βE = 0, pois neste caso o eixo xE já estará alinhado com o eixo do EFU, que
coincide com o eixo y (ou −y) do sistema inicial e com isso evita-se a indefinição de divisão
0/0 na Eq. 3.25.
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Figura 3.3 – Relações geométricas entre os sistemas de coordenadas do sistema e do
elemento E



e1E
= ||e1E

||


cosαE cos βE

sinαE
cosαE sin βE

 =


cosαE cos βE

sinαE
cosαE sin βE



e2E
= ||e2E

||


− sinαE cos βE

cosαE
− sinαE sin βE

 =


− sinαE cos βE

cosαE
− sinαE sin βE



e3E
= ||e3E

||


− sin βE

0

cos βE

 =


− sin βE

0

cos βE



(3.23)

αE = arcsin e1yE

||e1E
||

= arcsin e1yE
(3.24)


e1xE

= e1zE
= 0→ βE = 0

e1xE
6= 0 ∨ e1zE

6= 0→ βE = arctan e1zE

e1xE

(3.25)

Conforme teoria apresentada por Cabral [36], a representação da orientação de um
objeto espacial, com um sistema de coordenadas xEyEzE fixo no referido objeto, pode
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ser descrita de maneira inequívoca em relação ao sistema de coordenadas global xyz por
meio da matriz de rotação [R]E, formada pelos vetores coluna unitários e1E

, e2E
e e3E

conforme mostrado na Eq. 3.26. Fazendo-se uso da matriz [R]E, é possível obter, por meio
da Eq. 3.27, a representação de um ponto PE das coordenadas no sistema xEyEzE do
elemento E descrita no sistema global xyz (P).

[R]E =
[
e1E

e2E
e3E

]
(3.26)

P = [R]EPE (3.27)

Aplicando o conceito de rotação de coordenadas exposto anteriormente para os
graus de liberdade de cada nó N do sistema, pode-se utilizar a matriz estendida [R2]E,
definida conforme a Eq. 3.28, onde o operador ⊗ é o produto de Kronecker [39], para
representar os deslocamentos dos graus de liberdade de cada nó NE do elemento E em
termos das direções das coordenadas (e por consequência dos deslocamentos) globais uN
conforme Eq. 3.29.

[R2]E = I2 ⊗ [R]E (3.28)

uN = [R2]EuNE (3.29)

Expandindo o raciocínio para todos os nós da estrutura e pela definição da matriz
de correlação de deslocamentos E[T ]G, chega-se à expressão apresentada pela Eq. 3.30
(onde qN é a quantidade de nós do sistema), que pode ser utilizada para definir as matrizes
de correlação de deslocamentos para todos os ES que compõem o sistema.



[N ] =

n1,1 · · · n1,qN

n2,1 · · · n2,qN

 ,
tal que

(i, j) = (1, niE) ∨ (i, j) = (2, nfE)→ ni,j = 1

(i, j) 6= (1, niE) ∧ (i, j) 6= (2, nfE)→ ni,j = 0

E[T ]G = [N ]⊗ [R2]TE

(3.30)

3.1.3 Obtenção das matrizes de rigidez e de massa do sistema
Uma vez calculadas as matrizes de rigidez e de massa para cada elemento que

compõe a estrutura, deve-se converter essas matrizes do sistema de coordenadas do elemento
para o sistema de coordenadas global, para então somá-las e obter as matrizes de rigidez
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e de massa do sistema ([K] e [M ] respectivamente). Esta conversão e posterior soma é
feita pelo mesmo método utilizado na Seção 3.1.1 para se obter as matrizes do elemento
espacial [K]ES e [M ]ES a partir das matrizes [K]E e [M ]E dos elementos básicos conforme
Eq. de 3.16 a 3.19. As Eq. 3.33 e 3.34 calculam as matrizes [K] e [M ] a partir das matrizes
G[K]Ei e G[M ]Ei (Eq. 3.31 e 3.32) dos elementos Ei que compõem a estrutura, onde i
varia de 1 ao número de elementos n do sistema. As matrizes Ei[T ]G, obtidas pela Eq. 3.30,
realizam a transformação das coordenadas globais (do sistema) para as do elemento Ei.

G[K]Ei = Ei[T ]TG [K]Ei Ei[T ]G (3.31)

G[M ]Ei = Ei[T ]TG [M ]Ei Ei[T ]G (3.32)

[K] =
n∑
i=1

G[K]Ei (3.33)

[M ] =
n∑
i=1

G[M ]Ei (3.34)

3.1.4 Obtenção da matriz de amortecimento pelo método de Rayleigh
Uma das maneiras de se calcular o efeito de amortecimento da estrutura é considerar,

por simplicidade, que a matriz de amortecimento pode ser expressa como uma combinação
linear das matrizes de rigidez e de massa da estrutura [31]. Conforme Bathe [40], assumindo
que numericamente é mais efetivo, quando conhecidos os fatores de amortecimento ξi
(relacionados aos modos de vibração i), usar integração direta passo a passo conforme
a combinação estabelecida pela Eq. 3.35. As constantes de proporcionalidade αC e βC
utilizadas na Eq. 3.35 são determinadas pela Eq. 3.36. Resolvendo o sistema de equações
obtido quando se considera os dois primeiros modos de vibração na Eq. 3.36, obtém-se as
Eq. 3.37 e 3.38, que calculam os valores de αC e βC respectivamente [27].

[C] = αC [M ] + βC [K] (3.35)

αC + βCω
2
ni

= 2ωni
ξi (3.36)

αC = 2ωn1ωn2(ξ1ωn2 − ξ2ωn1)
ω2
n2 − ω2

n1

(3.37)

βC = 2(ξ2ωn2 − ξ1ωn1)
ω2
n2 − ω2

n1

(3.38)
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Define-se como frequência angular natural de vibração ωn a frequência com que
um sistema oscila por si mesmo, sem estar sujeito a forças externas, após ter sofrido um
distúrbio inicial. Um sistema com n graus de liberdade possuirá n frequências angulares
naturais de vibração, geralmente distintas [31], cada uma associada a um modo de vibração
do sistema. Se o sistema for irrestrito ou degenerado, isto é, não possuir restrições de
movimento e puder se mover como um corpo rígido, uma ou mais de suas frequências
angulares naturais serão iguais a zero, pois movendo-se como corpo rígido (modo de corpo
rígido), o sistema não oscila. Em uma estrutura situada no espaço, por exemplo, no máximo
seis frequências angulares naturais serão iguais a zero, uma para cada modo de corpo
rígido (um de translação e um de rotação para cada um dos três eixos das coordenadas
cartesianas) [31].

O modo de vibração i do sistema, representado pelo vetor Xi, é composto pelas
amplitudes das coordenadas do sistema associadas a iª frequência angular natural de
vibração ωni

[33]. As frequências angulares naturais de um sistema e seus respectivos
modos de vibração podem ser encontrados resolvendo um problema de autovalor conforme
mostrado na Eq. 3.39. O vetor das frequências angulares naturais de vibração, ωni

, com i

variando de 1 ao número de graus de liberdade do sistema, é representado por ωn.

{
[K]− ω2

n[M ]
}

X = 0 (3.39)

3.1.5 Nós ligados por molas ou amortecedores
Conforme análise de elemento finito exposta em Budynas e Nisbett [41] e mostrada

pela Figura 3.4, ao ligar dois nós unidimensionais Ni e Nj, cujos graus de liberdade são ui
e uj respectivamente, por uma mola linear simples com constante de rigidez ke, tem-se a
relação matricial descrita pela Eq. 3.40, onde fi,e e fj,e são as forças exercidas pelos nós i
e j respectivamente no elemento de mola e. O mesmo conceito é empregado para o caso
de nós ligados por amortecedores, que será empregado ao considerar o atrito viscoso do
sistema na transmissão de torque do eixo do motor para a elevação da arma.

Figura 3.4 – Nós ligados por mola [41]
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fi,e
fj,e

 = ke

 1 −1

−1 1


ui
uj

 (3.40)

Expandindo o raciocínio apresentado por Budynas e Nisbett [41] para o caso de
nós espaciais (com seis graus de liberdade cada), obtém-se a Eq. 3.41, onde [K]e é o
vetor coluna formado pelas constantes de rigidez relativas a cada direção global dos graus
de liberdade e dá origem à matriz diagonal [Dk]e (Eq. 3.42), onde o operador ◦ é o
produto de Hadamard [42]. A matriz de rigidez e[K]e (Eq. 3.43) está descrita no sistema
de referência do elemento mola (e). Para descrevê-la no sistema global, aplica-se a Eq. 3.44.
Analogamente, obtém-se [Dc]e, e[C]e e [C]e para os amortecedores conforme mostrado
pelas Eq. 3.45, 3.46 e 3.47 respectivamente.

fi,e

fj,e

 = e[K]e

ui

uj

 (3.41)

[Dk]e = I6 ◦ (11×6 ⊗ ke) (3.42)

e[K]e =
{
I2 ⊗ [Dk]e

}
 1 −1

−1 1

⊗ I6

 (3.43)

[K]e = e[T ]TG e[K]e e[T ]G (3.44)

[Dc]e = I6 ◦ (11×6 ⊗ ce) (3.45)

e[C]e =
{
I2 ⊗ [Dc]e

}
 1 −1

−1 1

⊗ I6

 (3.46)

[C]e = e[T ]TG e[C]e e[T ]G (3.47)

3.1.6 Funções de interpolação e deslocamento dos elementos básicos
É possível calcular os deslocamentos em qualquer ponto intermediário entre dois

nós de um elemento desde que se conheça os deslocamentos nesses nós. Para isso, conforme
descrito em Gruzman [33], utiliza-se as funções de interpolação apresentadas pela Eq. 3.48,
3.49, 3.50 e 3.51 para deslocamentos de elemento de barra, de eixo, de viga plana vertical e
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de viga plana horizontal respectivamente. Para os deslocamentos angulares de elemento de
viga plana vertical e horizontal, utiliza-se as funções de interpolação dadas pelas Eq. 3.52 e
3.53 respectivamente. Além de servir para interpolar deslocamentos nos EFU, as funções de
interpolação também serão usadas no cálculo de forças externas distribuídas (Seção 3.1.8).


ψ1EB

= 1− xE

LE

ψ2EB
= xE

LE

ψEB =
[
ψ1EB

ψ2EB

]T (3.48)


ψ1EE

= 1− xE

LE

ψ2EE
= xE

LE

ψEE =
[
ψ1EE

ψ2EE

]T (3.49)



ψ1EV V
= 1− 3

(
xE

LE

)2
+ 2

(
xE

LE

)3

ψ2EV V
= LE

(
xE

LE

)
− 2LE

(
xE

LE

)2
+ LE

(
xE

LE

)3

ψ3EV V
= 3

(
xE

LE

)2
− 2

(
xE

LE

)3

ψ4EV V
= −LE

(
xE

LE

)2
+ LE

(
xE

LE

)3

ψEV V =
[
ψ1EV V

ψ2EV V
ψ3EV V

ψ4EV V

]T
(3.50)



ψ1EV H
= 1− 3

(
xE

LE

)2
+ 2

(
xE

LE

)3

ψ2EV H
= −LE

(
xE

LE

)
+ 2LE

(
xE

LE

)2
− LE

(
xE

LE

)3

ψ3EV H
= 3

(
xE

LE

)2
− 2

(
xE

LE

)3

ψ4EV H
= LE

(
xE

LE

)2
− LE

(
xE

LE

)3

ψEV H =
[
ψ1EV H

ψ2EV H
ψ3EV H

ψ4EV H

]T
(3.51)



ψ̇1EV V
= − 6

LE

(
xE

LE

)
+ 6

LE

(
xE

LE

)2

ψ̇2EV V
= 1− 4

(
xE

LE

)
+ 3

(
xE

LE

)2

ψ̇3EV V
= 6

LE

(
xE

LE

)
− 6

LE

(
xE

LE

)2

ψ̇4EV V
= −2

(
xE

LE

)
+ 3

(
xE

LE

)2

ψ̇EV V =
[
ψ̇1EV V

ψ̇2EV V
ψ̇3EV V

ψ̇4EV V

]T
(3.52)
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ψ̇1EV H
= − 6

LE

(
xE

LE

)
+ 6

LE

(
xE

LE

)2

ψ̇2EV H
= −1 + 4

(
xE

LE

)
− 3

(
xE

LE

)2

ψ̇3EV H
= 6

LE

(
xE

LE

)
− 6

LE

(
xE

LE

)2

ψ̇4EV H
= 2

(
xE

LE

)
− 3

(
xE

LE

)2

ψ̇EV H =
[
ψ̇1EV H

ψ̇2EV H
ψ̇3EV H

ψ̇4EV H

]T
(3.53)

A partir dos vetores das funções de interpolação e dos vetores dos deslocamentos
dos nós de um dos elementos básicos, pode-se determinar o deslocamento ua(t) em qualquer
ponto intermediário a no elemento por meio das Eq. 3.54, 3.55, 3.56, 3.57, 3.58 e 3.59 para
os deslocamentos lineares de elemento de barra, de eixo, de viga plana vertical, de viga
plana horizontal e para os deslocamentos angulares de viga plana vertical e horizontal
respectivamente.

uaEB
(t) = ψTEBuE(t) (3.54)

uaEE
(t) = ψTEEuE(t) (3.55)

uaEV V
(t) = ψTEV V uE(t) (3.56)

uaEV H
(t) = ψTEV HuE(t) (3.57)

u̇aEV V
(t) = ψ̇TEV V uE(t) (3.58)

u̇aEV H
(t) = ψ̇TEV HuE(t) (3.59)

Com base nas equações anteriores e da disposição dos deslocamentos dos nós do
ES, chega-se à Eq. 3.60, que possibilita interpolar os deslocamentos em um ponto entre
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dois nós de um ES, localizado a uma distância a = xE da origem desse elemento.

uaES
(t) =



ψ1EB
u1ES

(t) + ψ2EB
u7ES

(t)

ψ1EV V
u2ES

(t) + ψ2EV V
u6ES

(t) + ψ3EV V
u8ES

(t) + ψ4EV V
u12ES

(t)

ψ1EV H
u3ES

(t) + ψ2EV H
u5ES

(t) + ψ3EV H
u9ES

(t) + ψ4EV H
u11ES

(t)

ψ1EE
u4ES

(t) + ψ2EE
u10ES

(t)

ψ̇1EV H
u3ES

(t) + ψ̇2EV H
u5ES

(t) + ψ̇3EV H
u9ES

(t) + ψ̇4EV H
u11ES

(t)

ψ̇1EV V
u2ES

(t) + ψ̇2EV V
u6ES

(t) + ψ̇3EV V
u8ES

(t) + ψ̇4EV V
u12ES

(t)



(3.60)

3.1.7 Forças, elementos de massa e elementos de rigidez concentrados em
pontos da estrutura

Conforme descrito em Gruzman [33], quando há forças, elementos de rigidez ou
massa concentrados em pontos da estrutura, é recomendado que se discretize o corpo
contínuo de forma que esses elementos concentrados coincidam com os nós da estrutura.
Com isso, simplifica-se a modelagem, dispensando a necessidade de se utilizar funções
de interpolação, uma vez que esses elementos concentrados são considerados no modelo
incluindo seus valores nas matrizes f(t), [K] ou [M ] diretamente na localização correspon-
dente ao ui(t) em que estão aplicados, conforme exemplificado na Figura 3.5 para três
estruturas diferentes.

(a) Força concentrada

(b) Rigidez concentrada (c) Massa concentrada

Figura 3.5 – Exemplos de forças, elementos de rigidez e de massa concentrados [33] (adap-
tada)

Na estrutura da Figura 3.5a são incluídas as forças concentradas Fa e Fb nos nós
N2 e N4 respectivamente, na estrutura da Figura 3.5b é incluída a mola de rigidez k
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no nó N3, e na estrutura da Figura 3.5c é incluída a massa concentrada m no nó N2.
A Eq. 3.61 mostra o vetor de forças f da estrutura da Figura 3.5a, a Eq. 3.62 mostra a
matriz de rigidez da estrutura da Figura 3.5b e a Eq. 3.63 mostra a matriz de massa da
estrutura da Figura 3.5c.

f =



0

Fa

0

Fb

0


(3.61)

[K] =



k11 k12 k13 k14

k21 k22 k23 k24

k31 k32 k33 + k k34

k41 k42 k43 k44


(3.62)

[M ] =


m11 m12 m13

m21 m22 +m m23

m31 m32 m33

 (3.63)

Para o caso vetorial, considerando o elemento mola (ec) de rigidez kec fixo ao nó
Ni, pode-se obter a matriz de rigidez ec[K]ec associada a este elemento mola por meio da
Eq. 3.66, em que [P ]i e [Dk]ec podem ser calculadas pelas Eq. 3.64 e 3.65 respectivamente.
A matriz [P ]k (Eq. 3.64) é utilizada para extrair uma matriz coluna 6× 1 de uma matriz
coluna n× 1 na posição dos graus de liberdade de um determinado nó Nk.

O mesmo raciocínio se aplica para a inclusão dos vetores de amortecimento e de
massa concentrados em um nó Ni, conforme mostrado pelas Eq. 3.67 e 3.68. Para o caso
de um vetor de forças concentradas de dimensão 6× 1 agindo no nó Ni, fcNi

(t), pode-se
obter o vetor de forças concentradas no sistema fc(t) relativo ao vetor fcNi

(t) ou EjfcNi
(t)

por meio da Eq. 3.69 ou 3.70 respectivamente.

[P ]k =
[

06×(6k−6) I6 06×(n−6k)

]
(3.64)

[Dk]ec = I6 ◦ (11×6 ⊗ kec) (3.65)
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[K]ec = [P ]Ti [Dk]ec [P ]i (3.66)

[C]ec = [P ]Ti [Dc]ec [P ]i (3.67)

[M ]ec = [P ]Ti [Dm]ec [P ]i (3.68)

fc(t) = [P ]Ti fcNi
(t) (3.69)

fc(t) = [P ]Ti
{
[P ]i

[
Ej[T ]TG

(
12×1 ⊗ EjfcNi

(t)
)]}

(3.70)

3.1.8 Forças externas distribuídas
O vetor das forças externas f(t) que age no sistema pode ser desmembrado em dois

vetores, um de forças concentradas aplicadas sobre os nós da estrutura fc(t) e outro de
forças distribuídas fd(t), conforme mostrado pela Eq. 3.71.

f(t) = fc(t) + fd(t) (3.71)

Neste trabalho, o vetor das forças distribuídas é obtido utilizando a forma consis-
tente, que considera de forma mais próxima da realidade a distribuição de forças entre os
nós do sistema, uma vez que faz uso das funções de interpolação do elemento. Conforme
método descrito em Gruzman [33], calcula-se o vetor das forças em cada nó de um deter-
minado elemento E com m graus de liberdade, EfdE

, descrevendo a função wd (função de
força distribuída) nas coordenadas de E, Ewd, e aplicando as funções de interpolação para
o elemento ψiE conforme mostrado na Eq. 3.72.



Efd1E
=
∫ LE

0
Ewdψ1E

.dxE

Efd2E
=
∫ LE

0
Ewdψ2E

.dxE
...

EfdmE
=
∫ LE

0
EwdψmE

.dxE

EfdE
=
[
Efd1E

Efd2E
· · · EfdmE

]T
(3.72)

Para o caso de um elemento do tipo ES, se a ação de Ewd for na direção de u1E
ou

u4E
, m = 2 e utiliza-se as funções de interpolação ψEB ou ψEE (Eq. 3.48 ou 3.49), com

vetor de forças distribuídas resultante EfdEB
= [ Efd1E

Efd7E
]T ou EfdEE

= [ Efd4E

Efd10E
]T
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respectivamente. Se a ação de Ewd for na direção de u2E
ou u6E

, m = 4 e utiliza-se
as funções de interpolação ψEV V (Eq. 3.50), com vetor de forças distribuídas resultante
EfdEV V

= [ Efd2E

Efd6E

Efd8E

Efd12E
]T . Expandindo o raciocínio para os demais graus de

liberdade do elemento espacial e considerando o vetor de funções de força distribuída Ewd

dado pela Eq. 3.73, onde cada componente representa a função de força associada a uma
direção dos graus de liberdade do ES, chega-se na Eq. 3.74.

Ewd = [ Ewd1
Ewd2

Ewd3
Ewd4

Ewd5
Ewd6 ]T (3.73)



Efd1E
=
∫ LE

0
Ewd1ψ1EB

.dxE

Efd2E
=
∫ LE

0
Ewd2ψ1EV V

.dxE +
∫ LE

0
Ewd6ψ1EV V

.dxE

Efd3E
=
∫ LE

0
Ewd3ψ1EV H

.dxE +
∫ LE

0
Ewd5ψ1EV H

.dxE

Efd4E
=
∫ LE

0
Ewd4ψ1EE

.dxE

Efd5E
=
∫ LE

0
Ewd3ψ2EV H

.dxE +
∫ LE

0
Ewd5ψ2EV H

.dxE

Efd6E
=
∫ LE

0
Ewd2ψ2EV V

.dxE +
∫ LE

0
Ewd6ψ2EV V

.dxE

Efd7E
=
∫ LE

0
Ewd1ψ2EB

.dxE

Efd8E
=
∫ LE

0
Ewd2ψ3EV V

.dxE +
∫ LE

0
Ewd6ψ3EV V

.dxE

Efd9E
=
∫ LE

0
Ewd3ψ3EV H

.dxE +
∫ LE

0
Ewd5ψ3EV H

.dxE

Efd10E
=
∫ LE

0
Ewd4ψ2EE

.dxE

Efd11E
=
∫ LE

0
Ewd3ψ4EV H

.dxE +
∫ LE

0
Ewd5ψ4EV H

.dxE

Efd12E
=
∫ LE

0
Ewd2ψ4EV V

.dxE +
∫ LE

0
Ewd6ψ4EV V

.dxE

EfdE
=
[
Efd1E

Efd2E
· · · Efd12E

]T

(3.74)

A Eq. 3.76 calcula o vetor fd, onde i varia de 1 ao número de elementos qE da
estrutura. As matrizes Ei[T ]G e os vetores fdEi

podem ser calculados pelas Eq. 3.30 e
3.75 respectivamente. Caso o vetor Ewd esteja descrito em termos de coordenadas do
sistema aplicado no elemento Ej (wdEj

), ele pode ser convertido para a representação de
coordenadas dos graus de liberdade do elemento Ej pela Eq. 3.77.

fdEi
= Ei[T ]TG EifdEi

(3.75)

fd =
qE∑
i=1

fdEi
(3.76)

Ejwd =
[
I6 06×6

] {
Ej[T ]G

(
[P ]TniEj

wdEj
+ [P ]TnfEj

wdEj

)}
(3.77)
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3.2 Modelagem dos pneus e suspensões
Neste trabalho, a modelagem estrutural do veículo é composta pelo chassi, sus-

pensões e pneus. Esta seção apresenta a fundamentação teórica para a modelagem das
suspensões e pneus, uma vez que a modelagem do chassi é feita pelo MEF utilizando EFU
conforme metodologia apresentada na Seção 3.1. A base para o dimensionamento dos
comprimentos e pontos de ancoragem entre as suspensões e o chassi pode ser adquirida
conforme mostrado nas Figuras 3.6 e 3.7, obtidas do trabalho de Leitão e Pires [23].

Figura 3.6 – Modelo do VOM 2013 [23]

Figura 3.7 – Vista superior do VOM 2013 (dimensões em mm) [23]

Os aspectos aqui considerados visam incluir no modelo do sistema viatura-SARC
os efeitos de rigidez e amortecimento transmitidos pelo conjunto de suspensão e pneus,
com o veículo parado, não levando em conta fatores da dinâmica veicular relevantes para



Capítulo 3. Fundamentação Teórica 57

o estudo do veículo em movimento. Em consequência, para fins de modelagem, serão
considerados ângulo de cáster zero, câmber zero e cubo das rodas em posição estática,
sendo considerados os efeitos verticais de amortecimento e rigidez dos pneus agindo em
série com os das suspensões e os efeitos transversais e longitudinais agindo em série com
os das suspensões e diretamente sobre o chassi (transmitidos pelas barras das suspensões,
consideradas elementos rígidos).

3.2.1 Pneus
Para a consideração dos efeitos de rigidez dos pneus, é utilizada a abordagem feita

por Jazar [25] para determinação dos coeficientes com base em suas curvas de rigidez,
conforme mostrado na Figura 3.8, e as deformações laterais e longitudinais, conforme
mostrado na Figura 3.9. Os efeitos de amortecimento dos pneus são definidos de maneira
proporcional à rigidez, considerando o valor de suas constantes como 10% do valor das
respectivas constantes de rigidez, conforme abordagem feita por Guedes [21].

Deflexão vertical, longitudinal e lateral [mm]

Figura 3.8 – Curvas de rigidez vertical, longitudinal e lateral dos pneus [25]

Figura 3.9 – Deformação lateral e longitudinal no pneu [25]

A consideração do efeito de rigidez e amortecimento dos pneus se dá por meio da
inclusão de molas e amortecedores nas direções dos três eixos de translação do sistema para
cada um dos quatro pneus. A Figura 3.10 mostra a disposição das molas e amortecedores
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que representam os efeitos de rigidez e amortecimento do pneu e a Tabela 3.1 apresenta os
valores de rigidez e amortecimento das constantes, obtidas de Leitão e Pires [23], Pereira e
Gheorghiu [43], da proporcionalidade entre rigidez e amortecimento dos pneus utilizada por
Guedes [21] e das relações de proporcionalidade entre as rigidezes de cada eixo ortogonal
apresentada por Jazar [25].

Figura 3.10 – Representação da rigidez e amortecimento dos pneus

Tabela 3.1 – Constantes de rigidez e de amortecimento dos pneus

Constante kpx kpy kpz cpx cpy cpz

Valor 600000 200000 120000 60000 20000 12000
Unidade N/m N.s/m

Para o presente trabalho, por considerar o veículo parado em todas as simulações,
despreza-se o efeito de massa das rodas e de seus respectivos eixos, uma vez que os
deslocamentos apresentados pelas rodas durante a dinâmica simulada não são de interesse
para a análise em tela e é relativamente pequeno comparados ao deslocamentos localizados
no SARC. Os efeitos de rigidez e amortecimento dos pneus nas direções x e z atuam
diretamente no chassi (por meio dos elementos de construção dos braços das suspensões,
considerados rígidos), além de atuarem também em série com os das suspensões. Já os
efeitos na direção y atuam somente em série com os das respectivas suspensões.

3.2.2 Suspensões dianteira e traseira
Para a modelagem das suspensões dianteira e traseira, tomou-se como base os

trabalhos de Leitão e Pires [23] e de Pereira e Gheorghiu [43]. Porém, no presente trabalho,
os braços das suspensões tem caráter dimensional e de construção, considerados como
elementos rígidos para fins de transmissão de esforços horizontais e com suas dimensões
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utilizadas para definir a orientação espacial dos conjuntos mola-amortecedor das suspensões
dianteira (ksd, csd) e traseira (kst, cst), como pode ser visto nas Figuras 3.11 e 3.12
respectivamente.

Figura 3.11 – Posição espacial dos conjuntos mola-amortecedor da suspensão dianteira

Figura 3.12 – Posição espacial dos conjuntos mola-amortecedor da suspensão traseira

No trabalho de Pereira e Gheorghiu [43] foi realizado o projeto do braço da suspensão
traseira e a análise de vibrações de um VOM, de estrutura muito semelhante ao veículo
adotado neste trabalho por também se basear no regulamento BAJA [24, 44]. Do resultado
da análise feita no referido trabalho, chegou-se a conclusão de que para um conjunto de
valores pré-selecionados, a rigidez da mola da suspensão dianteira que se mostrou mais
adequada à utilização no VOM foi de 30625 N/m.

Para fins de modelagem e simulação, foi escolhida a suspensão do tipo braço semi-
arrastado para a dianteira, por este tipo proporcionar pouca variação de camber e ser de
geometria simples. Para a suspensão traseira, foi escolhida a do tipo eixo oscilante, por
ser mais compatível com a modelagem realizada e, em termos de efeito na estrutura do
veículo parado, ter efeito semelhante ao do tipo escolhido para a dianteira.
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Considerando que as oscilações angulares dos braços das suspensões nas simulações
dinâmicas realizadas neste trabalho são de pouca amplitude, e com o objetivo de manter o
modelo linear, assume-se que as direções dos conjuntos mola-amortecedor são invariantes
no tempo. As constantes de rigidez e de amortecimento para os conjuntos mola-amortecedor
das suspensões, obtidas de Pereira e Gheorghiu [43], são apresentadas na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 – Valores de rigidez e amortecimento para os conjuntos mola-amortecedor das
suspensões

Suspensão Rigidez Amortecimento

Dianteira ks1 = ks2 = ksd = 30625 cs1 = cs2 = csd = 500
Traseira ks3 = ks4 = kst = 55000 cs3 = cs4 = cst = 500
Unidade N/m N.s/m

Na modelagem do presente estudo, não são considerados os deslocamentos das
rodas e seus respectivos eixos, e os efeitos de rigidez e amortecimento dos pneus são
incluídos diretamente no chassi, assim como os efeitos dos conjuntos mola-amortecedor das
suspensões, conforme ilustrado nas Figuras 3.13 e 3.14 para os conjuntos de suspensão-pneus
dianteira e traseira respectivamente.

Figura 3.13 – Ação dos conjuntos mola-amortecedor da suspensão dianteira e pneus no
chassi
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Figura 3.14 – Ação dos conjuntos mola-amortecedor da suspensão traseira e pneus no
chassi

3.3 Componentes não modelados do veículo
Para a inclusão dos efeitos das massas e momentos de inércia de massa dos compo-

nentes não modelados do veículo, como o motor, sistema de transmissão, de direção, banco,
acessórios e piloto, foi considerado o trabalho de Duarte et al. [45] onde as informações a
serem consideradas são apresentadas na Tabela 3.3. A Figura 3.15 ilustra a distribuição,
nos nós do chassi, das massas e momentos de inércia dos componentes não modelados do
veículo.

Tabela 3.3 – Dados dos componentes não modelados do veículo

Massa dos componentes (mc) 270 kg
Distribuição Dianteira-Traseira 40− 60 %

Momento de Inércia em z (elevação) (jcz) 62, 86 kg.m2

Momento de Inércia em x (rolagem) (jcx) 141, 14 kg.m2
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Figura 3.15 – Distribuição nos nós do chassi das massas e momentos de inércia dos com-
ponentes não modelados do veículo

3.4 Modelagem do sistema de armas
O SARC utilizado neste trabalho consiste de um reparo acoplado no teto da viatura

considerada, remotamente controlado e dotado de metralhadora calibre .50"(12,7mm). A
modelagem, tando do reparo como da metralhadora, é feita pelo MEF utilizando EFU.
Conforme exposto no compendio sobre torres feito pela Armada International em 2013 [46],
as torres remotamente controladas oferecem uma alternativa às manuais que são geralmente
muito pesadas para a maioria dos veículos leves. Um dos modelos expostos no referido
compendio é o Protector Super Lite, produzido pela empresa norueguesa Kongsberg, que
por suas características de tamanho e peso se mostra adequado à utilização em um VOM,
como pode ser visto na Figura 3.16 [47] e na Tabela 3.4.

Figura 3.16 – Protector Super Lite [47]
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Tabela 3.4 – Propriedades do SARC Protector Super Lite

Massa 37 kg
Elevação −20◦ / + 75◦

Azimute n× 360◦

Estabilização Opcional
Fonte: Armada International [46] (adaptada).

Para as características do armamento utilizado, tomou-se como base o modelo
FN® M2HB-QCB calibre .50"(12,7x99mm) [48], da fabricante belga FN Herstal. A referida
arma pode ser vista na Figura 3.17 e suas características, utilizadas como base para a
modelagem do SARC, são apresentadas na Tabela 3.5.

Figura 3.17 – Metralhadora FN® M2HB-QCB calibre .50"(12,7x99mm) [48]

Tabela 3.5 – Características da arma FN® M2HB-QCB calibre .50"(12,7x99mm)

Cadência de tiro 485 a 635 tpm
Alcance efetivo 1850m
Alcance máximo 6500m

Comprimento do cano 1, 143m
Comprimento total 1, 654m

Massa 38, 102 kg
Fonte: FN Herstal [48] (adaptada).

3.4.1 Força de recuo em decorrência do tiro
Para a modelagem da força de recuo transmitida da arma para o reparo em

decorrência do tiro, considera-se a teoria apresentada por Smith [49] e Henriques [50]. Nas
referências citadas, faz-se a consideração de que a quantidade de movimento de recuo é
igual às quantidades de movimento da massa dos gases propelentes somada a do projetil.
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Com isso, o impulso de recuo IR é dado pela Eq. 3.78, onde o significado de cada variável
é dado pelo Quadro 3.3.

IR = mava = mpV0 +mcvc (3.78)

Quadro 3.3 – Significado dos símbolos das variáveis do cálculo do impulso de recuo

Símbolo Significado (unidade de medida)

ma massa da arma ou das partes recuantes (kg)
va velocidade de recuo da arma (m/s)
mp massa do projetil (kg)
V0 velocidade inicial do projetil (m/s)
mc massa da carga de projeção (kg)
vc velocidade média de escape dos gases (m/s)

Buscando obter uma representação matemática da força de recuo em função do
tempo, considera-se a curva de pressão adotada por Guedes [21] em sua modelagem e
simulação dinâmica do sistema viatura-metralhadora para o tiro de armamento calibre
.50"(12,7mm) (Figura 3.18a). A referida curva pode ser obtida pelo programa PRODAS
utilizando o método de Baer e Frankle [51]. A curva de força de recuo fr(t), obtida a partir
da curva de pressão por interpolação polinomial de quinta ordem e demais conversões
necessárias, é apresentada na Figura 3.18b.

(a) Curva de pressão x tempo (b) Curva de força x tempo

Figura 3.18 – Curva de tiro para arma calibre .50"(12,7mm)
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Integrando fr(t) no tempo de duração do disparo (0, 0011 s), chega-se ao valor de
um impulso de 24, 2N.s, valor coerente com o esperado para um armamento desse porte.
Como nos autores das referências aqui citadas, os efeitos da dinâmica das massas internas
envolvidas na volta em bateria do armamento durante e após o disparo exercem pouca
influência na dinâmica do sistema como um todo. Por isso, neste trabalho, para efeitos de
modelagem e simulação, esses efeitos serão desprezados.

Com base na função fr(t), que representa a força de recuo exercida pela arma
no sistema em decorrência de um disparo, foi elaborado um algoritmo para a função
fR(t) (conforme pseudocódigo apresentado na Eq. 3.79), que calcula a força de recuo para
uma série de tiros da arma em função do tempo, onde os parâmetros de entrada para a
referida função são apresentados no Quadro 3.4. O período da série de tiros Ttiro, dado
em segundos, é calculado em função da cadência da série de tiros ftiro, dada em tiros por
minuto, conforme mostrado na Eq. 3.80.

Início

Função fr(t) = < > // função da força de recuo de um tiro //

Ler t // tempo para o qual a força de recuo é calculada //

Ler ttiro // tempo da balística interna de um tiro //

Ler qtiro // quantidade de tiros da série //

Ler Ttiro // período da série de tiros //

Se t for menor que (qtiro − 1)Ttiro + ttiro executar

tt = mod(t, Ttiro)

Se tt for menor que ttiro executar{
fR(t) = fr(tt)

Senão{
fR(t) = 0

Fim(tt)

Senão{
fR(t) = 0

Fim(t)

Escrever fR(t)

Fim.

(3.79)

Ttiro = 60/ftiro (3.80)
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Quadro 3.4 – Parâmetros de entrada para a função de força de recuo da série de tiros

Símbolo Significado (unidade de medida)

fr(t) função da força de recuo de um tiro (N)
t tempo para o qual a força de recuo é calculada (s)
ttiro tempo da balística interna de um tiro (s)
qtiro quantidade de tiros da série
Ttiro período da série de tiros (s)

3.5 Modelagem do motor elétrico (atuador)
Conforme exposto em Bolton [52], sistemas de controle de posição ou velocidade

utilizam frequentemente motores elétricos como elementos finais de controle. O autor
também ressalta que os motores CC (de corrente contínua) são os mais usados em sistemas
de controle modernos. Por esse motivo, neste trabalho utiliza-se um motor elétrico CC
como atuador no sistema de estabilização do armamento durante o tiro com viatura parada.
O torque de elevação da arma proporcionado pelo eixo do motor é dado pela Eq. 3.81
[20, 52], onde ka é a constante eletromotriz do motor elétrico, ia é a corrente de entrada
no motor elétrico e Ta é o torque exercido pelo eixo do motor elétrico. Na modelagem do
SARC, o referido torque tem sua ação exercida diretamente no eixo de elevação da arma,
com ação de mesma intensidade e sentido oposto aplicada na coluna do SARC, solidária à
carcaça do motor.

Ta = kaia (3.81)

Há também, aplicado pelo eixo do motor na arma, a ação de torque viscoso,
que pode ser modelado conforme exposto em Gruzman [29] e Fernandes [20], conforme
apresentado na Eq. 3.82, onde Tb é o torque viscoso, cb é a constante de amortecimento
viscoso e ωrel é a velocidade angular relativa entre a carga (que neste caso é a arma, fixa
na extremidade do eixo do motor) e a carcaça do motor.

Tb = −cb ωrel (3.82)

3.6 Método de Runge-Kutta de quarta ordem
Segundo Dieguez [53], o método de passo simples mais utilizado para a resolução

computacional de um sistema de equações diferenciais ordinárias (EDO) é o método de
Runge-Kutta de 4ª ordem (RK4), pois possui boa precisão dos resultados obtidos e emprega
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uma expressão simples em sua implementação. Por essas razões, neste trabalho utiliza-se
esse método numérico para a resolução do sistema de EDO resultante da aplicação da
Eq. 3.1 no modelo proposto. O algoritmo do método de RK4 proposto por Dieguez [53]
calcula o valor de yn = f(xn) relacionado à EDO de 1ª ordem y′ = f ∗(x, y) de valor inicial
y0 = f(x0). O passo utilizado é h = (xn − x0)/n e a expressão empregada é dada pela
Eq. 3.83. O pseudocódigo, de implementação do método, elaborado por Dieguez [53] é
apresentado na Eq. 3.84.

yi+1 = yi + 1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) onde:

k1 = h.f ∗(xi, yi);

k2 = h.f ∗(xi + h/2, yi + k1/2);

k3 = h.f ∗(xi + h/2, yi + k2/2);

k4 = h.f ∗(xi + h, yi + k3);

i variando de 0 até n− 1

(3.83)

Início

Função f ∗(x, y) = < >

Ler x0, y0 // condições iniciais //

Ler xn // abcissa do ponto desejado //

Ler n // número de intervalos //

h← (xn − x0)/n

x← x0; y ← y0

Para i de 0 até n− 1 executar

k1 ← h.f ∗(x, y)

k2 ← h.f ∗(x+ h/2, y + k1/2)

k3 ← h.f ∗(x+ h/2, y + k2/2)

k4 ← h.f ∗(x+ h, y + k3)

y ← y + (k1 + 2 ∗ (k2 + k3) + k4)/6

x← x+ h

Fim(i)

Escrever xn, y

Fim.

(3.84)

Neste trabalho, utiliza-se uma modificação do método proposto por Dieguez [53]
conforme apresentado na Eq. 3.85, onde são empregados como argumentos de entrada os



Capítulo 3. Fundamentação Teórica 68

parâmetros descritos no Quadro 3.5. O método fornece como resultado uma matriz [x]
em que cada linha representa o vetor de um estado do sistema ao longo dos tempos de
gravação dos resultados tsim. Escolhe-se o maior valor possível para o passo de integração
tRK que permita a convergência do método, por questões de tempo de processamento da
simulação.

Início

Campo ẋ(t, x) = < >

Ler xo // condições iniciais //

Ler tRK // passo de integração //

Ler tsim // tempos de gravação dos resultados //

col← quantidade de elementos de tsim
row ← quantidade de elementos de xo
[x]← 0row×col
[x](:, 1)← xo
Para i de 0 até col − 1 executar

x = [x](:, i)

Para t de tsim(i) até tsim(i+ 1) com passo tRK executar

k1 ← tRK ẋ(t, x)

k2 ← tRK ẋ(t+ tRK/2, x+ k1/2)

k3 ← tRK ẋ(t+ tRK/2, x+ k2/2)

k4 ← tRK ẋ(t+ tRK , x+ k3)

x← x+ (k1 + 2(k2 + k3) + k4)/6

Fim(t)

[x](:, i+ 1) = x

Fim(i)

Escrever [x]

Fim.

(3.85)
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Quadro 3.5 – Parâmetros de entrada para o método de RK4 modificado

Símbolo Significado (unidade de medida)

ẋ(x, t) derivada do campo vetorial a ser calculado
xo Estado inicial do campo vetorial a ser calculado
tRK Passo de integração do RK4 (s)
tsim Vetor com os tempos discretos de gravação dos resultados (s)

3.6.1 Redução da ordem de uma EDO
Para a determinação do vetor de deslocamentos u(t) dos nós do sistema, conforme

Eq. 3.1, faz-se necessária a redução de ordem dessa equação para um sistema de primeira
ordem para que se possa aplicar o método de RK4. Esta redução pode ser feita por meio
de uma substituição de variáveis conforme mostrado na Eq. 3.86, onde n é o número de
graus de liberdade do sistema. Chega-se então a um sistema de EDO no mesmo formato
utilizado por Reis et al. [54] e Michelon [27] na simulação de problemas similares.

u̇(t) = v(t)

[M ]v̇(t) + [C]v(t) + [K]u(t) = f(t)

=⇒

u̇(t) = v(t)

v̇(t) = −[M ]−1[K]u(t)− [M ]−1[C]v(t) + [M ]−1f(t)

=⇒



x(t) =

u(t)

v(t)

 , A =

 0n In

−[M ]−1[K] −[M ]−1[C]

 ,

E =

 0n
[M ]−1

 , w(t) = f(t)

ẋ(t) = Ax(t) + Ew(t)

(3.86)

3.7 Técnicas de controle
As técnicas de controle empregadas no presente trabalho visam estabilizar o SARC

durante a execução dos disparos com a viatura parada, de maneira a minimizar as oscilações
de elevação da arma durante e após a realização de uma série de tiros. O sistema em estudo
é considerado linear invariante no tempo (LTI, da sigla em inglês linear time invariant)
[55] e no controlador há apenas uma entrada (erro de posição ou velocidade angular do
eixo de elevação da arma) e uma saída (corrente elétrica para o atuador). Em outras
palavras, trata-se de um sistema SISO (single input single output).
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Conforme Ogata [56], na terminologia de controle denomina-se como planta qualquer
objeto a ser controlado. No caso do estudo em tela, o sistema composto pela viatura e
SARC integrado é considerado como a planta. O atuador é o motor elétrico, que recebe o
sinal do controlador e exerce a ação na planta a fim de levar o valor da saída para o valor
desejado. O sensor monitora o valor de saída da planta, e realimenta o controlador com
este valor, de maneira a ser gerado o sinal de controle. A arquitetura de controle adotada
neste trabalho é apresentada na Figura 3.19.

Figura 3.19 – Arquitetura de controle em malha fechada com realimentação negativa [57]

Segundo a abordagem apresentada por Gopal [58], o desempenho do sistema pode
ser analisado em termos dos seguintes aspectos:

- estabilidade;

- resposta em regime transiente;

- precisão em regime permanente;

- sensibilidade e robustez; e

- rejeição de distúrbios.

O modelo a ser utilizado para a síntese dos controladores no presente estudo se
baseia na categoria de torre isolada. Assim, será possível obter uma função de transferência
(FT) de ordem reduzida e aplicar os conceitos de controle clássico baseados nas funções de
transferência padrão de primeira e de segunda ordem. Neste contexto, é possível analisar
a estabilidade da planta verificando se todos os polos de sua função de transferência se
encontram no semiplano esquerdo do plano complexo.

A resposta em regime transiente é levada em consideração nas especificações de
projeto quanto à resposta transitória. A precisão em regime permanente poderá ser ajustada
por meio de ganho proporcional ou integral. Já os aspectos de sensibilidade e robustez
quanto ao desempenho e a capacidade de rejeição de distúrbios não serão levados em conta
diretamente na fase de síntese dos controladores, e sim verificados por meio de simulações.
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3.7.1 Controle clássico
Os conceitos de controle clássico mostrados nesta seção visam apresentar aspectos

relevantes para o processo de síntese dos controladores da família PID (incluindo suas
variações P, PD e PI). A Figura 3.20 apresenta o diagrama de blocos para a arquitetura de
controle adotada, onde D(s) é a função de transferência do controlador, M(s) do atuador,
G(s) do modelo da planta e H(s) do sensor. A função de transferência para o ramo direto
(RD) entre a entrada de referência R(s) e a saída C(s), GRD(s), é dada pela Eq. 3.87,
a função de transferência em malha aberta (MA), GMA(s), pela Eq. 3.88, e a função de
transferência em MF, GMF (s), pela Eq. 3.89.

Figura 3.20 – Diagrama de blocos para a arquitetura clássica de controle

GRD(s) = D(s)M(s)G(s) (3.87)

GMA(s) = D(s)M(s)G(s)H(s) (3.88)

GMF (s) = C(s)
R(s) = GRD(s)

1 +GMA(s) (3.89)

As funções de transferência são representadas no domínio da frequência, em função
da variável complexa s. Para se obter a saída do sistema em função da entrada no domínio
do tempo (variável t), aplica-se na função de transferência a transformada de Laplace
inversa (TLI), representada pelo operador L−1, [56], conforme mostrado na Eq. 3.90. Para
se obter a função de transferência a partir de uma equação no domínio do tempo, basta
aplicar a transformada de Laplace (TL), L, na equação em questão. Considera-se para as
funções de transferência condições iniciais nulas.


c(0) = ċ(0) = ... = dn−1

dtn−1 c(0) = dn

dtn
c(0) = 0

G(s) = C(s)
R(s) ⇒ c(t) = L−1 (C(s)) = L−1 (R(s)G(s))

(3.90)
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A função de transferência na forma padrão para um sistema de segunda ordem,
G2p(s) [56, 59], é apresentada na Eq. 3.91, onde ωn é a frequência angular natural não
amortecida e ζ a taxa de amortecimento. Conforme observado em Ogata [56], O valor
de ζ deve se situar entre 0, 4 e 0, 8 para que um sistema de segunda ordem apresente
uma resposta transitória desejável. Segundo o autor, valores menores que 0, 4 causam
sobressinal excessivo e valores maiores que 0, 8, resposta lenta. Para valores de ζ dentro
da faixa desejável em um sistema de segunda ordem, o sistema é subamortecido, contendo
um par de polos complexos conjugados p1 e p2 dado pela Eq. 3.92, onde σ é a atenuação e
ωd a frequência angular natural amortecida.

G2p(s) = ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

(3.91)


σ = ζωn

ωd = ωn
√

1− ζ2

p1,2 = −σ ± jωd

(3.92)

Os polos de um sistema são as raízes do denominador da função de transferência, e
os zeros, as raízes do numerador. O tipo do sistema está relacionado ao número de polos
na origem que este, em MA, possui. Sistemas do tipo 0 não possuem polos na origem, do
tipo 1, um polo na origem, e assim por diante. Sistemas do tipo 0 apresentam erro em
estado estacionário e(∞) = ess inversamente proporcional ao ganho de um controlador P
inserido no RD, quando submetido à entrada degrau unitário R(s) = 1/s. Sistemas do
tipo 1 ou superior possuem ess = 0 à entrada degrau unitário [56].

A representação do polo de parte imaginária positiva para a função de transferência
padrão de segunda ordem pode ser vista na Figura 3.21. Quanto mais próximo o polo se
encontra do eixo imaginário, mais lenta tende a ser a resposta do sistema, e quanto menor
o ângulo β, menos oscilatória. As características de desempenho de um sistema de controle
costumam ser especificadas com base em sua resposta transitória ao ser submetido a uma
entrada degrau unitário [56]. Essas características podem ser vistas na Figura 3.22 e, para
um sistema de segunda ordem na forma padrão, podem ser calculadas (exceto o tempo de
atraso td), em termos de ζ e ωn, por suas fórmulas aproximadas apresentadas nas Eq. 3.93
(tempo de subida tr), 3.94 (tempo de pico tp), 3.95 (sobressinal Mp) e 3.96 (tempo de
acomodação ts).


β = arctan ωd

σ

tr = π − β
ωd

(3.93)
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Figura 3.21 – Representação do polo de parte imaginária positiva da função de transferên-
cia de segunda ordem padrão no plano complexo [56] (adaptada)

Figura 3.22 – Características de desempenho de um sistema em resposta ao degrau unitário
[56]

tp = π

ωd
(3.94)

Mp = e−(σ/ωd)π × 100% (para c(∞) = 1) (3.95)

ts = 4
ζωn

(critério de 2%) (3.96)

Outro aspecto importante do sistema a ser analisado no problema de estabilização
de uma série de tiros é a frequência angular de corte ωb, que é definida por Ogata [56]
como a frequência em que o valor da amplitude da resposta em frequência de GMF (s)
é 3 dB abaixo do valor na frequência zero. Esta frequência limita a denominada banda
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passante, como pode ser visto na Figura 3.23, que mostra a região de frequência que o
sistema segue bem uma entrada senoidal.

Figura 3.23 – Diagrama de magnitude de resposta em frequência de malha fechada que
indica a frequência angular de corte ωb e a banda passante [56]

A técnica de síntese de um controlador do tipo PID pelo lugar das raízes (LR)
consiste em ajustar os ganhos proporcional kp, integral ki e derivativo kd de maneira a
obter, para GMF (s), polos o mais próximo possível dos desejados, definidos com base nos
requisitos de desempenho para o sistema. Caso GMF (s) seja de ordem superior a dois,
verifica-se se o par de polos mais próximos do eixo imaginário possuem parte real de
módulo pelo menos cinco vezes menor que a dos demais polos, pois neste caso, o critério
de dominância de polos é satisfeito e a dinâmica de resposta do sistema será governada
por este par de polos, sendo possível aplicar os conceitos da G2p(s). Se a condição de
dominância não for satisfeita, é necessário realizar simulações para verificar se a influência
dos demais polos na resposta do sistema são aceitáveis em termos dos requisitos desejados
[58].

A Eq. 3.97 mostra a lei de controle para o controlador do tipo PID. Primeiro,
busca-se satisfazer os requisitos para o sistema somente com um ganho proporcional
(controlador P), sendo considerados ki e kd iguais a zero, caso o lugar das raízes para G(s)
passe próximo dos polos desejados. Se somente com o ganho proporcional não for obtida a
resposta desejada em termos de regime permanente, inclui-se o termo integral (controlador
PI), que eleva o tipo do sistema, minimizando ou extinguindo o erro da resposta em
regime permanente. Se a resposta em regime transiente não estiver satisfatória, inclui-se o
termo derivativo (PD ou PID). Para fins de orientação gráfica de onde inserir o zero do
controlador no plano complexo em decorrência da inclusão do termo integral ou derivativo,
leva-se em conta o princípio qualitativo de que um zero atrai a curva do lugar das raízes e
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um polo a repele.


E(s) = C(s)−R(s)

DPID(s) = U(s)/E(s) = kp + ki
s

+ kds
(3.97)

Para que o modelo utilizado para a síntese do controlador simule de maneira
satisfatória a resposta prevista da planta a uma determinada entrada, ajusta-se a resposta
em frequência de G(s) com a resposta em frequência obtida da planta em uma determinada
configuração a ser controlada. Esta abordagem é utilizada por Davidov [17, 60] no ajuste
de G(s) para o controle de velocidade do sistema de elevação de um SARC. Tal ajuste é
feito alterando os parâmetros de rigidez e amortecimento do eixo que aplica o torque de
elevação da arma, onde o referido eixo é representado por uma função de transferência de
segunda ordem.

Para a obtenção da resposta em frequência de um sistema partindo-se de sua
função de transferência, pode-se empregar a transformada de Fourier (TF) [56, 60], onde
a variável complexa s é substituída por jω. Calcula-se então |G(jω)| e ∠G(jω) para a
faixa de frequências angulares ω desejada. No presente trabalho, os diagramas de Bode
foram obtidos utilizando a função nativa bode do MATLAB®, que tem como argumento
de entrada um sistema dinâmico representado na forma de FT ou espaço de estados.

Para o caso experimental, pode-se utilizar um analisador de espectro, movendo o
sistema físico por entradas senoidais e medindo a resposta por meio de um sensor [60]. Após
a obtenção dos dados experimentais no domínio do tempo, emprega-se a transformada
rápida de Fourier (FFT - fast Fourier transform) para se obter o diagrama espectral
(diagrama de Bode) [60, 61, 62].

3.7.2 Controle por espaço de estados
Os conceitos de controle moderno apresentados nesta seção visam subsidiar o

processo de síntese dos controladores LQR e LQG. Na abordagem do controle moderno,
o modelo é formulado no domínio do tempo, pela representação em espaço de estados,
conforme apresentado pela Eq. 3.98 para a planta submetida à perturbação w(t) [63], onde
x(t) é o vetor de estados, y(t) a saída A a matriz de estados, B a matriz de entrada, E a
matriz de entrada de pertubações, C a matriz de saída e D a matriz de transmissão direta.

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ew(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(3.98)

Para fins de comparação de desempenho dos controladores ótimos com os do tipo
PID, neste trabalho, o espaço de estados do modelo é obtido a partir de G(s). Para obter
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o modelo em espaço de estados na forma canônica do controlador partindo-se de G(s)
descrita na forma da Eq. 3.99, define-se as matrizes do espaço de estados Ac, Bc, Cc e Dc

conforme mostrada na Eq. 3.100 [56]. A relação entre as matrizes do espaço de estados na
forma canônica do controlador com as na forma canônica do observador (Ao, Bo, Co e Do)
é dada pela Eq. 3.101.

G(s) = Y (s)
U(s) = b0s

n + b1s
n−1 + · · ·+ bn−1s+ bn

sn + a1sn−1 + · · ·+ an−1s+ an
(3.99)

Ac =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1

−an −an−1 −an−2 · · · −a1


, Bc =



0

0
...

0

1


Cc =

[
bn − anb0 bn−1 − an−1b0 · · · b1 − a1b0

]
, Dc = b0

(3.100)

Ao = ATc , Bo = CT
c , Co = BT

c , Do = Dc (3.101)

A verificação da controlabilidade do sistema pode ser feita por meio da matriz
de controlabilidade C apresentada na Eq. 3.102, onde n é a ordem do sistema. Se C
possuir posto cheio ou, para sistemas SISO, ter determinante não nulo, o sistema tem
controlabilidade completa e é possível alocar os polos em malha fechada em qualquer posição
do plano complexo [64, 56]. A observabilidade é verificada pela matriz O apresentada na
Eq. 3.103.

C =
[
B AB A2B · · · An−1B

]
(3.102)

O =
[
C CA CA2 · · · CAn−1

]T
(3.103)

Considerando o sistema controlável representado no diagrama de blocos da Fi-
gura 3.24, com realimentação de estados e equacionamento dado pela Eq. 3.104, é possível
determinar os valores da matriz de ganho K de maneira a alocar os polos do sistema em
malha fechada em qualquer lugar do plano complexo e, com isso, obter para o modelo a
resposta desejada. Para isso, define-se um par de polos conjugados dominantes com base
nos valores de ζ e ωn de G2p(s).

A definição dos demais polos para se chegar ao polinômio desejado αd(s) de mesma
ordem do sistema é feita levando-se em conta a condição de dominância de polo, devendo
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esses polos adicionais serem localizados no semi-plano esquerdo do plano complexo, em
um valor do eixo real de magnitude no mínimo cinco vezes maior que a da parte real dos
polos dominantes. No diagrama de blocos da Figura 3.24, N (Eq. 3.105) é a matriz de
correção de maneira a fazer com que a saída y(t) siga a entrada de referência r(t) com
erro nulo (erro de setpoint) [64].

Figura 3.24 – Diagrama de blocos do sistema em espaço de estados com realimentação de
estados

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)

u(t) = Nr(t)−Kx(t)

ẋ(t) = Ax(t)−BKx(t) +BNr(t)

= [A−BK] x(t) +BNr(t)

(3.104)

N =
{
C [In − A+BK]−1 B

}−1
(3.105)

A forma do polinômio desejado pode ser vista na Eq. 3.106 e o cálculo da matriz
de ganho K com base nos valores de Ac e αd(s) é apresentado na Eq. 3.107 [56]. A matriz
de ganho também pode ser calculada partindo-se de um modelo em espaço de estados
qualquer (sem a necessidade de estar na forma canônica do controlador) por meio da
aplicação da fórmula de Ackermann (Eq. 3.108) [56, 64, 63, 55].

αd(s) = sn + α1s
n−1 + · · ·+ αn−1s+ αn (3.106)

K =
[
αn − an αn−1 − an−1 · · · α2 − a2 α1 − a1

]
(3.107)

K =
[
01×n−1 1

]
C−1αd(A)

onde αd(A) = An + α1A
n−1 + · · ·+ αn−1A+ αnIn

(3.108)
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Conforme observado por Pellanda [65], as técnicas de controle por realimentação
de estado consideram que todas as variáveis de estado da planta estão disponíveis para a
realimentação. Porém, nos sistemas reais, por razões físicas ou econômicas, dificilmente
todas as variáveis de estado serão sensoreadas e estarão disponíveis para a realimentação.
Neste caso, introduz-se na malha de controle observadores de estado com o objetivo
de estimar os estados da planta com base na saída conhecida. Para que seja possível
a introdução do observador de estados, é necessário que o sistema seja completamente
observável.

A Figura 3.25 mostra a estrutura de controle baseada em observador de estados, com
sua formulação dada pela Eq. 3.109, onde Am, Bm e Cm são as matrizes da representação
em espaço de estados do modelo do sistema (observador), ˙̂x(t) o vetor de estados estimados,
ŷ(t) a saída estimada eKo a matriz de ganho do observador. A dinâmica do observador deve
ser mais rápida que a da planta, por isso, conforme apontado por Gomes [64], recomenda-se
que os polos dominantes desejados para o observador tenha atenuação σ de magnitude no
mínimo duas vezes a dos polos dominantes desejados para a planta. A determinação de
Ko pode ser feita pela fórmula de Ackermann para observador [65, 63, 64, 55], conforme
mostrado na Eq. 3.110, onde βd é o polinômio desejado para a dinâmica do observador e q
a ordem do modelo.

Figura 3.25 – Estrutura de controle baseada em observador de estados [65] (adaptada)
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ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)

˙̂x(t) = Amx̂(t) +Bmu(t) +Ko(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = Cmx̂(t)

u(t) = Nr(t)−Kx̂(t)

ẋ(t) = Ax(t)−BKx̂(t) +BNr(t)
˙̂x(t) = KoCx(t) + (Am −BmK −KoCm)x̂(t) +BmNr(t) ẋ(t)

˙̂x(t)

 =

 A −BK

KoC Am −BmK −KoCm


 x(t)

x̂(t)

+

 BN

BmN

 r(t)

(3.109)

Ko = βd(Am)O−1
m

[
01×q−1 1

]T
onde βd(Am) = Aqm + β1A

q−1
m + · · ·+ βq−1Am + βqIq

(3.110)

Em geral, não se conhece as matrizes do espaço de estados da planta real e, para
fins de simulação, adota-se para a definição dessas matrizes valores obtidas por modelagem
mais completa da planta, de ordem mais elevada. No presente trabalho, essas matrizes são
obtidas pela modelagem da planta pelo MEF utilizando EFU, conforme foi apresentado
na Eq. 3.86.

Para a implementação de controle baseado em LQR com observador de estados,
utiliza-se a mesma estrutura mostrada anteriormente (Figura 3.25), mudando-se apenas
a forma de determinar os valores de K. Em vez de calcular K com base na alocação de
polos desejados, o cálculo é feito por uma regra que minimiza o custo quadrático JLQR
[64, 65, 66, 67] mostrado na Eq. 3.111 obtendo KLQR (Eq. 3.112), onde Q1 e Q2 são as
matrizes de ponderação do critério, determinadas pelo projetista de maneira a alcançar
o desempenho desejado para o sistema [65]. A matriz Q1 deve ser simétrica e positiva
semi-definida e a matriz Q2, simétrica e positiva definida.

JLQR =
∫
t

(
x(t)TQ1x(t) + u(t)TQ2u(t)

)
dt (3.111)

KLQR = Q−1
2 BT

mS (3.112)

Na Eq. 3.112, S é a matriz auxiliar obtida pela equação algébrica de Ricatti
(Eq. 3.113) [65, 68, 66]. A Eq. 3.113 surge ao se utilizar o método dos multiplicadores
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de Lagrange para minimizar o valor da função custo (Eq. 3.111). Uma das maneiras de
resolver a Eq. 3.113 é utilizar as equações de Hamilton na forma matricial (Eq. 3.114)
[65, 68], onde HC é a Hamiltoniana de Controle, H∗C é HC diagonalizada, W é a matriz
de autovetores de HC , [XE ΛE]T é a matriz de autovetores associados às raízes estáveis e
[XI ΛI ]T a matriz de autovetores associados às raízes instáveis.

SAm + ATmS − SBmQ
−1
2 BT

mS +Q1 = 0 (3.113)



 ẋ

λ̇

 = HC

 x

λ



HC =

 Am −BmQ
−1
2 BT

m

−Q1 −ATm


H∗C = W−1HCW

W =

 XE XI

ΛE ΛI


S = ΛEX

−1
E

(3.114)

A estrutura LQG (Figura 3.26) utiliza os mesmos princípios da LQR, com a
diferença na forma de calcular a matriz de ganho Ko do observador, que passa a ser
definida com base nos conceitos da filtragem de Kalman e representada por KLQG [65, 69].
O observador de estados com matriz de ganho KLQG, de sistema submetido a ruídos
brancos (de natureza estocástica e distribuição gaussiana, não correlacionados entre si)
w(t) na planta e v(t) na saída, é denominado filtro de Kalman. A formulação da estrutura
LQG é dada pela Eq. 3.115. O ruído w(t) possui valor esperado (média) E[w(t)] = 0 e
variância E[w(t)w(t)T ] = W (com Q = EWET simétrica e positiva semi-definida). O
ruído v(t) possui valor esperado E[v(t)] = 0 e variância E[v(t)v(t)T ] = R (com R simétrica
e positiva definida).
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Figura 3.26 – Estrutura LQG [65] (adaptada)



ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ew(t)

y(t) = Cx(t) + v(t)

˙̂x(t) = Amx̂(t) +Bmu(t) +KLQG(y(t)− ŷ(t) + v(t))

ŷ(t) = Cmx̂(t)

u(t) = Nr(t)−KLQRx̂(t)

ẋ(t) = Ax(t)−BKLQRx̂(t) +BNr(t) + Ew(t)
˙̂x(t) = KLQGCx(t) + (Am −BmKLQR −KLQGCm)x̂(t)+

BmNr(t) +KLQGv(t) ẋ(t)
˙̂x(t)

 =

 A −BKLQR

KLQGC Am −BmKLQR −KLQGCm


 x(t)

x̂(t)

+

 BN

BmN

 r(t) +

 E 0

0 KLQG


 w(t)

v(t)



(3.115)

O cálculo da matriz de ganho do filtro de Kalman é similar ao de KLQR, tendo
como custo a ser minimizado a matriz de covariância do erro de estimação dos estados,
P (Eq. 3.116). Obtém-se KLQG (em regime assintótico) pela Eq. 3.117 [65], onde P é a
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solução da equação algébrica de Ricatti dada pela Eq. 3.118 (onde Q = EWET ), que pode
ser obtida pela Eq. 3.119.

P = Eb(x̂− x)(x̂− x)T c (3.116)

KLQG = PCT
mR

−1 (3.117)

AmP + PATm − PCT
mR

−1CmP +Q = 0 (3.118)



HE =

 −ATm −CT
mR

−1Cm

Q Am



H∗E = W−1
E HEWE

WE =

 XE XI

ΛE ΛI



P = ΛEX
−1
E

(3.119)
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4 MODELAGEM DINÂMICA DA PLANTA

O modelo de planta adotado é composto por dois subsistemas principais: viatura e
sistema de armas. Buscou-se modelar todo o sistema pelo MEF utilizando EFU, porém,
por uma solução de compromisso entre a quantidade de elementos considerados e o custo
computacional do processamento [70], manteve-se para a estrutura do chassi somente os
tubos mais representativos (que englobam a gaiola, compartimento onde fica localizado o
piloto, tanque de combustível e componentes do sistema de direção).

Considerando o tipo de simulação realizada neste trabalho, de disparos feitos com a
viatura parada, as suspensões e pneus atuam como uma base de sustentação que provê ao
modelo ação de molas e de amortecedores. Em consequência, esse subsistema foi modelado
utilizando elementos de construção representando os conjuntos mola-amortecedor, ligados
ao cubo das rodas em uma das extremidades e ao chassi em outra, a fim de proporcionar
representatividade das direções de atuação desses conjuntos no chassi.

O modelo adotado da planta pode ser visto na Figura 4.1, em que o chassi é
composto por oito nós (N1 a N8) e 12 EFU (E1 a E12), o SARC é composto por cinco
nós (N9 a N13) e oito elementos (E13 a E20), e o conjunto da suspensão é composto
por quatro pontos representando os cubos das rodas (P1 a P4) mais quatro de ligação
entre os conjuntos mola-amortecedor (elementos de construção s1 a s4) das suspensões e a
estrutura do chassi (P5 a P8).

Figura 4.1 – Modelo da planta
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Embora os pontos de ligação dos conjuntos mola-amortecedor dianteiros no chassi
ocorram em P5 e P6, estes pontos são considerados apenas para fins de definição das
direções dos conjuntos mola-amortecedor. A junção para fins de modelagem da transmissão
de esforços é considerada nos nós N7 e N8. O mesmo ocorre com as ligações traseiras
referentes aos pontos P7 e P8, consideradas nos nós N1 e N2. Estas adaptações tem como
objetivo manter o número de EFU utilizados no modelo a um mínimo possível, preservando
sua representatividade, tendo em vista que quanto mais elementos finitos são utilizados,
maior é o custo computacional das simulações [70].

As matrizes [pontos], [construcao], [nos] e [elementos], que situam, respectivamente,
os pontos P, elementos de construção s, nós N e elementos E no espaço (conforme composição
apresentada nas Eq. 3.20 e 3.21, em que as colunas de [construcao] se referem aos pontos
iniciais e finais de cada elemento de construção e de [pontos], às coordenadas espaciais
dos referidos pontos) são apresentadas nas Eq. 4.1 e 4.2. As unidades das coordenadas
de [nos] e [pontos] estão em metros. Nas sessões seguintes são apresentados os aspectos
considerados na modelagem de cada subsistema.

[pontos] =



0, 73 −0, 10 −0, 60

0, 73 −0, 10 0, 60

−0, 72 −0, 10 −0, 60

−0, 72 −0, 10 0, 60

0, 73 0, 32 −0, 25

0, 73 0, 32 0, 25

−0, 48 0, 32 −0, 35

−0, 48 0, 32 0, 35



, [construcao] =



1 5

2 6

3 7

4 8


(4.1)
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[nos] =



−0, 40 0, 00 −0, 35

−0, 40 0, 00 0, 35

−0, 71 1, 15 −0, 22

−0, 71 1, 15 0, 22

0, 29 1, 15 −0, 22

0, 29 1, 15 0, 22

1, 00 0, 00 −0, 22

1, 00 0, 00 0, 22

−0, 21 1, 15 0, 00

−0, 21 1, 40 0, 00

−0, 21 1, 40 −0, 01

−0, 71 1, 40 −0, 01

0, 94 1, 40 −0, 01



, [elementos] =



1 7

2 8

1 3

2 4

3 5

4 6

7 5

8 6

7 8

1 2

3 4

5 6

3 9

4 9

9 5

9 6

9 10

12 11

11 13

10 11



(4.2)

4.1 Chassi
Para o dimensionamento do chassi, adotou-se como referências o regulamento

da competição Baja SAE BRASIL [24] e os trabalhos de Leitão e Pires [23] e Pereira
e Gheorghiu [43]. As propriedades dimensionais e estruturais dos tubos que formam a
estrutura do chassi são apresentadas na Tabela 4.1. As propriedades dimensionais DiEi,
AEi, IEi e JEi podem ser calculadas conforme as Eq. 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 respectivamente,
que são para um elemento do tipo tubo, e os comprimentos LEi podem ser calculados pela
norma quadrática da diferença entre as coordenadas dos pontos final e inicial de cada
elemento, conforme Eq. 4.7. As propriedades estruturais EEi, GEi e ρEi dos tubos do chassi
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tiveram seus valores definidos de maneira a representar aço estrutural ASTM-A361conforme
apresentadas em Hibbeler [71].

Tabela 4.1 – Propriedades dimensionais e estruturais dos tubos do chassi

Propriedade EEi GEi ρEi ePEi DeEi

Valor 200× 109 75× 109 7850 0, 00305 0, 02540
Unidade Pa Pa kg/m3 m m

Nota: para os tubos do chassi, i ∈ N | i = {[1, 12]}.

DiE = DeE − 2ePE (4.3)

AE = π
De2

E −Di2E
4 (4.4)

IE = π
De4

E −Di4E
64 (4.5)

JE = 2IE (4.6)

LEi = ||NFEi −NIEi|| (4.7)

4.2 Sistema de armas
O SARC utilizado neste trabalho é baseado em uma torre leve modelo Protector

Super Lite equipada com metralhadora calibre 12,7mm. A modelagem do referido sistema
é realizada por oito EFU, quatro representando a base de integração entre chassi e o SARC
(E13 a E16), um representando a coluna (E17), um representando o eixo do motor (E20)
e dois representando o armamento, sendo o E18 a culatra e o E19 o cano. Para fins de
simulação, consideram-se embutidos no elemento de coluna todos os componentes elétricos
e eletrônicos pertencentes ao SARC.

As propriedades estruturais EEi, GEi e ρEi tiveram seus valores definidos, conforme
apresentadas em Hibbeler [71], de maneira a representar tubos de aço estrutural para os
elementos de integração entre o chassi e o sistema de armas e para a coluna. Já para os
elementos da culatra e do cano do armamento foram considerados eixo e tubo fabricados
1 ASTM-A36: Norma da American Society for Testing and Materials (Sociedade Americana de Testes e

Materiais) para o aço carbono com finalidade de utilização estrutural e em aplicações comuns.



Capítulo 4. Modelagem Dinâmica da Planta 87

em aço ferramenta (por possuir massa específica um pouco superior à apresentada pelo
aço estrutural).

Para a definição da espessura de parede do cano do armamento, utilizou-se como
referência os parâmetros apresentados por Smith e Haslam [49]. O dimensionamento do
diâmetro da culatra foi feito de maneira a resultar em centro de massa do armamento no
ponto de junção com o eixo de elevação do SARC, ponto este de acordo com o que ocorre
em grande parte dos sistemas reais. As demais dimensões foram definidas de acordo com
os dados da Tabela 3.5. Os valores para as referidas propriedades do SARC podem ser
visualizadas na Tabela 4.2.

Tabela 4.2 – Propriedades dimensionais e estruturais dos elementos do SARC

Propriedade EEi GEi ρEi ePEi DeEi

Base (E13 a E16) 200× 109 75× 109 7850 0, 00500 0, 02540
Coluna (E17) 200× 109 75× 109 7850 0, 05000 0, 15000
Culatra (E18) 200× 109 75× 109 8160 0, 04604 0, 09208
Cano (E19) 200× 109 75× 109 8160 0, 01465 0, 04200
Eixo (E20) 200× 109 75× 109 8160 0, 00900 0, 01800
Unidade Pa Pa kg/m3 m m

4.3 Definição das matrizes de correlação e cálculo das matrizes de
massa, rigidez e amortecimento
Após definidas as propriedades estruturais e dimensionais dos elementos da estru-

tura, calcula-se as matrizes de rigidez e de massa para os EFU que compõem o sistema
por meio das Eq. 3.18 e 3.19 respectivamente, obtendo-se as matrizes [K]Ei e [M ]Ei, com
i variando de 1 ao número de elementos qE.

Para o cálculo das matrizes de rigidez e de massa do sistema, utilizando as Eq. 3.33
e 3.34 respectivamente, define-se antes as matrizes de correlação entre os deslocamentos do
sistema (global) e os de cada elemento Ei, Ei[T ]G (Eq. 3.30), conforme método apresentado
na Seção 3.1.2. Como cada nó do sistema possui seis graus de liberdade e a estrutura
possui qN = 13 nós, a quantidade de graus de liberdade do sistema é n = 6× 13 = 78. A
quantidade de graus de liberdade de cada elemento espacial é nE = 12, logo, a dimensão
das matrizes E[T ]G será de 12× 78.
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4.3.1 Cálculo da matriz de amortecimento
Para a obtenção da matriz de amortecimento [C], calcula-se primeiro o vetor de

frequências angulares naturais de vibração do sistema aplicando a Eq. 3.39. Selecionando
as duas primeiras frequências angulares não nulas ωn7 e ωn8 , com valores compatíveis com
o material (aço estrutural) conforme a literatura [27] para ξ7 = ξ8 = 0, 035, e aplicando a
Eq. 3.35, obtém-se a matriz de amortecimento [C] do sistema.

4.3.2 Condição de acionamento do freio do eixo do motor elétrico
Na condição em que as matrizes [K] e [C] foram obtidas, aplicando o MEF com

EFU, o eixo do motor elétrico (elemento E20), responsável pela atuação de torque na
elevação da arma, é considerado freado. Para considerar o eixo do motor não freado, sujeito
à sua constante de amortecimento viscoso cb e capaz de exercer o torque de controle Ta,
faz-se necessário atribuir o valor zero para a rigidez de eixo do E20 e substituir os valores
de amortecimento de eixo em função de cb, conforme abordado na Seção 3.1.5. Essas
considerações podem ser aplicadas na modelagem da planta conforme mostrado na Eq. 4.8.



[K]E20 = [A]

{a4,4, a4,10, a10,4, a10,10} ← {0, 0, 0, 0}

[C]E20 = [B]

{b4,4, b4,10, b10,4, b10,10} ← {cb, −cb, −cb, cb}

(4.8)

4.3.3 Inclusão dos efeitos de rigidez e amortecimento das suspensões e pneus
Inicialmente, tomando como base os esquemas gráficos apresentados na Seção 3.2.2,

obtêm-se os vetores de constantes de rigidez ksi e de amortecimento csi para cada conjunto
mola-amortecedor das suspensões conforme Eq. 4.9 e 4.10 respectivamente, onde e1si

pode
ser obtido pela Eq. 3.22 e os valores de ksi e csi são apresentados na Tabela 3.2.



ks1 = ks2 = ksd
ks3 = ks4 = kst
ksi = ksi[1 0]T ⊗ abs(e1si

)

com i = {1, 2, 3, 4}

(4.9)



cs1 = cs2 = csd
cs3 = cs4 = cst
csi = csi[1 0]T ⊗ abs(e1si

)

com i = {1, 2, 3, 4}

(4.10)
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Pelas características de construção do modelo adotado, considera-se que os com-
ponentes de cada direção das constantes de rigidez e de amortecimento dos pneus agem
em série com os componentes correspondentes das suspensões. Considera-se também que
os componentes em x e z das constantes de rigidez e de amortecimento, além da ação
considerada anteriormente, são transmitidos pelos braços das suspensões para os pontos
de fixação no chassi.

Estas considerações resultam nos vetores kpsi e cpsi, conforme Eq. 4.11 e 4.12, que
para fins de simulação são utilizados nas Eq. 3.66 e 3.67 para obtenção das matrizes [K]psi
e [C]psi, a serem incluídas na matriz de rigidez do sistema, conforme Eq. 4.13 e 4.14, nas
posições dos nós N7, N8 (em vez de P5 e P6, por simplificação do sistema), N1 e N2 (em
vez de P7 e P8), conforme junções entre s1, s2, s3 e s4 com o chassi vistas na Figura 4.1.
Os valores de kpi e cpi são dados pela Tabela 3.1.



kps1 = kps2 = kpsd
kps3 = kps4 = kpst

kpsi =
[
kpsi1 · · · kpsij · · · kpsi6

]T
com i = {1, 2, 3, 4}

t.q.

j = 1 ∨ 3→ kpsij = ksijkpij/(ksij + kpij ) + kpij

j 6= 1 ∧ 3→ kpsij = ksijkpij/(ksij + kpij )

(4.11)



cps1 = kps2 = cpsd
cps3 = kps4 = cpst

cpsi =
[
cpsi1 · · · cpsij · · · cpsi6

]T
com i = {1, 2, 3, 4}

t.q.

j = 1 ∨ 3→ cpsij = csijcpij/(csij + cpij ) + cpij

j 6= 1 ∧ 3→ cpsij = csijcpij/(csij + cpij )

(4.12)

[K]← [K] +
4∑
i=1

[K]psi (4.13)

[C]← [C] +
4∑
i=1

[C]psi (4.14)

4.3.4 Inclusão de efeitos de massa e inércia dos componentes não modelados
do veículo

Com o objetivo de deixar a massa e a inércia da estrutura do veículo mais próxima
a de um VOM real para fins de simulação, foram utilizados os dados fornecidos por Duarte
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et al. [45]. No referido trabalho, os autores realizaram a análise dinâmica veicular de um
protótipo Baja SAE (MR16), conforme dados apresentados na Tabela 3.3 e com distribuição
nos nós do chassi ilustrada pela Figura 3.15. A partir dos referidos dados, define-se os
vetores de massa mcdi (Eq. 4.15) e mcti (Eq. 4.16), que são, respectivamente, referentes
à parte dianteira e traseira do veículo, a serem utilizados na Eq. 3.42 e posteriormente na
Eq. 3.68 para obtenção de [Mcd]i e [Mct]i. Por fim, inclui-se [Mcd]i e [Mct]i à matriz de
massa do sistema conforme Eq. 4.17.


mcdi = 4

20

[
mc mc mc jcx 0 jcz

]T
com i = {1, 2}

(4.15)


mcti = 6

20

[
mc mc mc jcx 0 jcz

]T
com i = {1, 2}

(4.16)

[M ]← [M ] +
2∑
i=1

([Mcd]i + [Mct]i) (4.17)

4.4 Forças concentradas e distribuídas inerentes ao peso do sistema
O vetor de forças concentradas que agem no sistema, fc, é formado pela ação das

massas dos componentes não modelados apresentados na Seção 3.3 sujeitas à aceleração
da gravidade, g = −9, 81m/s2.ŷ. Sendo assim, fc pode ser obtido pela Eq. 4.18, onde n é
o número de graus de liberdade do sistema.

fc =
[
fc1 · · · fci

· · · fcn

]T

tal que


i = (1× 6− 4) ∨ i = (2× 6− 4)→ fci

= 6
20gymc

i = (7× 6− 4) ∨ i = (8× 6− 4)→ fci
= 4

20gymc

i /∈ {2, 8, 38, 44} → fci
= 0

(4.18)

Já o vetor de forças distribuídas, fd, proveniente da massa dos elemento espacial
que formam a estrutura do sistema (chassi e SARC), pode ser calculado considerando as
funções de força distribuída wdEj

conforme mostrado na Eq. 4.19. Uma vez definidos os
vetores wdEj

para todos os elementos Ej que constituem o sistema, aplica-se a Eq. 3.77
para obter os vetores Ejwd, onde EjTG e PT

nEj
podem ser obtidas pelas Eq. 3.30 e 3.64

respectivamente. Calcula-se então o vetor de forças fd que atua no sistema utilizando as
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Eq. 3.74, 3.75 e 3.76.


g =

[
0 −9, 81 0 0 0 0

]T
wdEj

= ρEjAEjg
(4.19)
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5 SIMULAÇÃO DINÂMICA DA PLANTA EM MALHA ABERTA

Uma vez feita a modelagem dinâmica da planta, realiza-se a simulação em malha
aberta, isto é, sem considerar o controlador. Antes de simular a realização das séries de
tiro, submete-se a planta à ação da gravidade, para que a estrutura se acomode e esta
seja a condição inicial dos estados para a execução dos disparos. Tanto a simulação da
acomodação como as das séries de tiro foram realizadas em duas configurações distintas
da planta quanto à posição em azimute da arma, uma a 0◦, para qual a matriz [nos] foi
apresentada na Eq. 4.2, e outra a 90◦, com matriz [nos] dada pela Eq. 5.1. Ambas as
configurações possuem angulo de elevação da arma a 0◦ e podem ser vistas na Figura 5.1.

[nos] (Az 90◦) =



−0, 40 0, 00 −0, 35

−0, 40 0, 00 0, 35

−0, 71 1, 15 −0, 22

−0, 71 1, 15 0, 22

0, 29 1, 15 −0, 22

0, 29 1, 15 0, 22

1, 00 0, 00 −0, 22

1, 00 0, 00 0, 22

−0, 21 1, 15 0, 00

−0, 21 1, 40 0, 00

−0, 22 1, 40 0, 00

−0, 22 1, 40 0, 50

−0, 22 1, 40 −1, 15



(5.1)
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.1 – Configurações de azimute da arma para simulação da planta

5.1 Acomodação da planta
Com base nos resultados obtidos para a acomodação da planta, foram elaboradas,

em MATLAB® , as animações na condição de eixo do atudador freado, para Az 0◦ e Az
90◦, que podem ser acessadas pelos links das Figuras 5.2 e 5.3 respectivamente [72, 73].

(a) Condição inicial (t = 0 s) (b) Código QR

Figura 5.2 – Animação da acomodação da planta para Az 0◦ [72]
(Disponível em: <https://youtu.be/M9TM3Ri5Ppg>)

Para fins de verificação da qualidade dos resultados apresentados pela simulação
dinâmica da acomodação, foi feita a análise da posição vertical esperada, em regime
permanente e com azimute a 0◦, para os nós da base do chassi (N1, N2, N7 e N8 conforme
Figura 4.1). As referidas posições são calculadas analiticamente (de maneira aproximada,

https://youtu.be/M9TM3Ri5Ppg
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(a) Condição inicial (t = 0 s) (b) Código QR

Figura 5.3 – Animação da acomodação da planta para Az 90◦ [73]
(Disponível em: <https://youtu.be/BTi3ZBf_cwk>)

assumindo simetria do sistema no plano xy) com base nas posições da Figura 5.4 e equilíbrio
de forças apresentado na Eq. 5.2.

Figura 5.4 – Posições dos centros de massa e de atuação das forças e torques no sistema
(vista lateral)

https://youtu.be/BTi3ZBf_cwk
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∑
fy = 0 : ktyt + kdyd + gMS = 0∑
TCMS

= 0 : Ltktyt − Ldkdyd = 0
(5.2)

Os valores de massa do elemento Ei MEi, massa do sistema (incluindo a da arma)
MS e centro de massa do sistema CMS podem ser calculados pelas Eq. 5.3, 5.4 e 5.5
respectivamente. As distâncias Lt e Ld são obtidas pela Eq. 5.6 e os valores das constantes
das molas verticais equivalentes kt e kd, pela Eq. 5.7. Resolvendo o sistema da Eq. 5.2,
chega-se aos valores dos deslocamentos yt e yd em regime permanente, que equivalem às
posições verticais dos nós N1, N2, N7 e N8 conforme mostrado pela Eq. 5.8.

MEi = ρEiAEiLEi (5.3)

MS =
20∑
i=1

MEi +mc = 365, 39 kg (5.4)

CMS = 1
2MS

{
mc [0, 6(N1 + N2) + 0, 4(N7 + N8)] +

20∑
i=1

MEi(NIEi + NFEi)
}

=
[
0, 0787 0, 3030 −0, 0009

]T
(m)

(5.5)

Lt = CMSx −N2x = 0, 4787m

Ld = N8x − CMSx = 0, 9213m
(5.6)

kt = kps32 + kps42 = 69998N/m

kd = kps12 + kps22 = 42101N/m
(5.7)


yt = −gMS

kt
− kd
kt
yd

yd = Ltkt
Ldkd

yt

⇒


yt = − gMSLd

kt(Lt + Ld)
= −33, 7mm

yd = Ltkt
Ldkd

yt = −29, 1mm

(5.8)

A solução numérica para a acomodação da planta (Eq. 3.86) é obtida pelo método
RK4 (Seção 3.6), considerando a condição de eixo do motor freado (Seção 4.3.2) e com
parâmetros de entrada do RK apresentados na Tabela 5.1. Os resultados para as posições
verticais dos nós da base do chassi durante a acomodação, bem como da posição vertical
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do centro de massa da arma CMA, podem ser vistos na Figura 5.5. Da análise dos valores
yt e yd (Eq. 5.8) e dos valores de N1y, N2y, N7y e N8y (Figura 5.5), constata-se a
coerência entre os valores de deslocamentos verticais dos nós da base do chassi, em regime
permanente, obtidos pelo método analítico e por simulação.

Tabela 5.1 – Parâmetros de entrada RK4 para a simulação da acomodação do sistema

Parâmetro Valor

ẋ(x, t) Eq. 3.86
xo 02n,1

tRK 3× 10−6 s

tsim de 0 a 2 s com passo de 0,001 s

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.5 – Posições verticais durante a acomodação da planta submetida à ação da
gravidade com eixo do motor freado

Também foi verificado o comportamento dinâmico da planta durante a acomodação,
nas mesmas condições da simulação anterior, com relação aos ângulos de Az e El da arma.
Os resultados podem ser vistos na Figura 5.6. A utilização da unidade milésimos ou mrad
é conveniente para a presente análise, pois para pequenos ângulos, considerando a posição
do alvo a 1 km de distância, pode-se adotar a aproximação de desvio linear de 1m para o
desvio angular de 1mrad.

Mudou-se a condição de freio do eixo do motor elétrico, deixando este livre, ficando
somente sujeito ao coeficiente de atrito viscoso cb, mostrado na Eq. 5.9 e de valor definido
com base nos trabalhos de Gruzman [29], Fernandes [20], Druener e Luyten [28]. Os
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.6 – Posições angulares durante a acomodação da planta submetida à ação da
gravidade com eixo do motor freado

resultados das simulações com freio do motor elétrico não acionado são apresentados nas
Figuras 5.7 e 5.8.

cb = 200Ns/rad (5.9)

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.7 – Posições verticais durante a acomodação da planta submetida à ação da
gravidade com eixo do motor livre
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.8 – Posições angulares durante a acomodação da planta submetida à ação da
gravidade com eixo do motor livre

Os próximos resultados referem-se à acomodação da região de interesse para o
problema de estabilização da arma em elevação. Trata-se dos pontos de ligação entre a
coluna do SARC (N10) e a arma (N11) por meio do eixo de atuação (E20). Em N11,
localizam-se o CMA, a posição vertical do CMA (yA) e o angulo de elevação da arma θA,
e onde agem os torques Ta e Tb e a força fR. Em N10, localizam-se a posição vertical yS e
o angulo de inclinação θS da parte do eixo de atuação (E20) solidária à coluna do SARC
(N10), e onde agem os torques −Ta e −Tb, como pode ser visto na Figura 5.4.

As posições verticais em N10 yS (reparo) e em yA (arma) ao longo do tempo de
acomodação são mostradas na Figura 5.9 (eixo de elevação freado) e 5.10 (eixo de elevação
livre). As posições angulares θS (reparo) e θA (arma) são mostradas na Figura 5.11 (eixo
freado) e 5.12 (eixo livre).
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.9 – Posições verticais do eixo de elevação freado durante a acomodação da planta
submetida à ação da gravidade

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.10 – Posições verticais do eixo de elevação livre durante a acomodação da planta
submetida à ação da gravidade
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.11 – Posições angulares do eixo de elevação freado durante a acomodação da
planta submetida à ação da gravidade

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.12 – Posições angulares do eixo de elevação livre durante a acomodação da planta
submetida à ação da gravidade
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Dos resultados apresentados para a região de interesse, observa-se a coerência das
informações de acordo com se espera do sistema real, já que a posição vertical, tanto na
condição do eixo de elevação freado como livre, são praticamente idênticas para o reparo
e para a arma. Além disso, observa-se que para o eixo freado, tanto o reparo como a
arma apresentam posição angular absoluta de elevação próxima a zero quando se atinge
o equilíbrio estático. Para a condição de eixo livre, a arma apresenta posição angular
absoluta de elevação ligeiramente negativa na condição de equilíbrio estático.

5.2 Simulação das séries de tiro em malha aberta
São simulados quatro tipos de séries de tiro em regimes distintos, com eixo de

elevação livre, determinadas com base no manual de campanha da metralhadora .50 M2
[74], nas especificações do cartucho .50 M2 [75] e nos requisitos técnicos do REMAX [76].
Para o espaço de estados da planta, faz-se necessária a inclusão da força de recuo dos
tiros no vetor de perturbações w(t), posicionando a ação de fR(t) conforme esquema da
Figura 5.4 (N11).

Os parâmetros das séries de tiro são apresentados na Eq. 5.10 e os parâmetros
de entrada do RK4 para as simulações são mostrados na Tabela 5.2, com características
e tempos de simulação das séries de tiro apresentados no Quadro 5.1 e com espaço de
estados dado pela Eq. 5.11. As animações em MATLAB® para a série 1-30, com Az 0◦ e
Az 90◦, podem ser acessadas pelos links das Figuras 5.13 e 5.14 respectivamente [77, 78].
Os resultados são apresentados nas Figuras 5.15, 5.16, 5.17 e 5.18 para as séries 1-1, 2-1,
1-5 e 1-30 respectivamente.


ttiro = 0, 0011 s

ftiro = 500 tpm = 8, 333Hz

Ttiro = 0, 12 s

(5.10)

Tabela 5.2 – Parâmetros de entrada RK4 para a simulação das séries de tiro em malha
aberta

Parâmetro Valor

xo x(2) da acomodação com eixo freado
tRK 3× 10−6 s

tsim Quadro 5.1
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Quadro 5.1 – Características das séries de tiro

Regime de tiro Característica tsim
Série 1-1 uma série de um tiro de 0 a 2 s
Série 2-1 dois disparos espaçados de 2 s de 0 a 5 s
Série 1-5 uma série de cinco tiros de 0 a 2 s
Série 1-30 uma série de 30 tiros de 0 a 5 s

Nota: o passo para tsim é de 0, 00001 s quando fR(t) 6= 0 e 0, 001 s quando fR(t) = 0.



ẋ(t) = Ax(t) + Ew(t)

θA(t) = Cx(t)

em que,

w(t) = fc(t) + fd(t) + ft(t)

Az = 0◦ →


ft(t) =

[
01×60 −1 01×17

]T
fR(t)

C =
[
01×65 1 01×90

]

Az = 90◦ →


ft(t) =

[
01×62 1 01×15

]T
fR(t)

C =
[
01×63 1 01×92

]

(5.11)

(a) Condição inicial (t = 0 s) (b) Código QR

Figura 5.13 – Animação da série de tiro 1-30 para Az 0◦ [77]
(Disponível em: <https://youtu.be/VDuaIvM6TAM>)

https://youtu.be/VDuaIvM6TAM
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(a) Condição inicial (t = 0 s) (b) Código QR

Figura 5.14 – Animação da série de tiro 1-30 para Az 90◦ [78]
(Disponível em: <https://youtu.be/GJPJtjO5_Vo>)

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.15 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha aberta sujeita
às perturbações da série de tiro 1-1

https://youtu.be/GJPJtjO5_Vo
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.16 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha aberta sujeita
às perturbações da série de tiro 2-1

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.17 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha aberta sujeita
às perturbações da série de tiro 1-5

Com base nos resultados das simulações das séries de tiro e tendo por finalidade
facilitar a análise, foi elaborada a Tabela 5.3, onde são apresentados alguns dados estatísticos
das referidas séries (média E(X), desvio padrão amostral S(X) e magnitude máxima
M(X) da variável X) [79]. Os intervalos de tempo considerados para o cálculo dos dados
estatísticos de cada série de tiro são apresentados no Quadro 5.2.
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 5.18 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha aberta sujeita
às perturbações da série de tiro 1-30

Quadro 5.2 – Intervalos de tempo considerados para os cálculos estatísticos das séries de
tiro

Regime de tiro Intervalo de tempo (s)
Série 1-1 [0 0, 7]
Série 2-1 [0 0, 7] ⋃ [2 2, 7]
Série 1-5 [0 1]
Série 1-30 [0 4]

Nota: o passo para os intervalos de tempo é de 0, 001 s.

Tabela 5.3 – Dados estatísticos das séries de tiro em malha aberta
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Dos resultados apresentados na Tabela 5.3, percebe-se que o sistema em Az 90◦ é
mais sensível às perturbações no eixo de elevação causadas pelas séries de tiro. Isto ocorre
porque, nesta configuração, as distâncias do centro de massa do veículo aos pontos de
reação das forças verticais das suspensões no chassi (na direção do eixo z), responsáveis
por gerar o torque de equilíbrio no sistema, são menores que na condição de Az 0◦ (na
direção do eixo x), causando maior deformação vertical das molas e, consequentemente,
oscilações angulares de maior amplitude.

Percebe-se também que o desvio padrão amostral S(θA) é maior que 1mrad
em todas as simulações realizadas, mostrando-se cabível a aplicação de controle para a
estabilização, pois geralmente os SARC de porte semelhante ao utilizado no presente
estudo possuem precisão de estabilização com S(θA) ≤ 1mrad [46, 80].
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6 SÍNTESE DOS CONTROLADORES

Utilizando os conceitos apresentados na Seção 3.7, será feita a síntese de controla-
dores da família PID e de controladores ótimos baseados em LQR e LQG. No presente
estudo adotou-se a abordagem composta pelo modelo de torre isolada [16] para obtenção
da função de transferência e síntese dos controladores (o modelo da planta neste capítulo),
combinada com a do modelo de torre e veículo acoplados (a planta neste capítulo), utilizado
para ajustar a função de transferência da torre isolada e realizar as simulações dinâmicas
do sistema em malha fechada.

6.1 Requisitos do sistema
Antes de iniciar o processo de síntese dos controladores, define-se os requisitos

de desempenho a serem atingidos. Com base na prática de controle e nas características
desejadas de resposta da planta, levando-se em conta o período das séries de tiro Ttiro
relacionado à cadência ftiro da arma, toma-se como parâmetros de referência os valores
apresentados na Eq. 6.1. Dos valores de requisitos mostrados na Eq. 6.1, e com base na
forma padrão da função de transferência de segunda ordem (Eq. 3.91), determina-se como
polos desejados, pd (Eq. 3.92), os valores apresentados na Eq. 6.2.



ts ≤ 0, 12 s

ζ ≈ 0, 5

ωn ≈
4
ζts
≈ 70 rad/s = 2π rad.11, 14Hz

Mp ≈ e−(σ/ωd)π ≈ 16%

ωb ≥ 2π rad.ftiro = 2π rad.8, 333Hz

ess = 0

(6.1)

pd =


−35 + 60, 62i

−35− 60, 62i

 (6.2)

6.2 Modelo da torre isolada para controle de posição angular
Do esquema apresentado na Figura 5.4, considerando a torre isolada (θS = yA =

yS = 0), tomando como saída do sistema θA e entrada ia (lembrando que Ta e Tb são
dados pelas Eq. 3.81 e 3.82 respectivamente), obtém-se o esquema da Figura 6.1 e a
EDO apresentada pela Eq. 6.3. Por meio da aplicação da transformada de Laplace na
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representação no domínio do tempo da Eq. 6.3, chega-se na função de transferência do
modelo da torre isolada para o controle de posição, GθA

(s). O valor de cb é dado na
Eq. 5.9 e o valor do momento de inércia de massa da arma JA é dado pela Eq. 6.4 [37].
Define-se ka com base em Fernandes [20], Druener e Luyten [28], com valor mostrado
na Eq. 6.5. Chega-se à definição da função de transferência do modelo da torre isolada,
GθA

(s), conforme Eq. 6.6.

Figura 6.1 – Modelo da torre isolada para controle de posição angular (vista lateral)



JAθ̈A(t) = Ta(t) + Tb(t)

= kaia(t)− cbθ̇A(t)

⇒ JAθ̈A(t) + cbθ̇A(t) = kaia(t)

L ⇒ JAs
2θA(s) + cbsθA(s) = kaia(s)

⇒ GθA
(s) = ka

s(JAs+ cb)

(6.3)



Jculatra = 1
12ME18

[3
4 (De2

E18 +Di2E18) + L2
E18

]

Jcano = 1
12ME19

[3
4 (De2

E19 +Di2E19) + L2
E19

]

JA =
[
Jculatra +ME18

(
LE18

2

)2]
+
[
Jcano +ME19

(
LE19

2

)2]
= 7, 4871 kg.m2

(6.4)
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ka = 200N.m/A (6.5)

GθA
(s) = ka

s(JAs+ cb)
= 200
s(7, 4871s+ 200) (6.6)

Compara-se o diagrama da resposta em frequência de GθA
(s) com o da planta

considerada neste capítulo, obtida do espaço de estados do SARC integrado com o veículo,
pelo MEF com EFU conforme Eq. 6.7. A comparação é feita utilizando o diagrama de
Bode, conforme mostrado na Figura 6.2.

Figura 6.2 – Diagrama de Bode do modelo da torre isolada (modelo) e do modelo da torre
integrada com o veículo (planta) para controle de posição angular
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ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

θA(t) = Cx(t) +Du(t)

em que,

B = kaE
[
01×59 −1 01×5 1 01×12

]T
,

C =
[
01×65 1 01×90

]
, D = 0, E =

 078

[M ]−1


(6.7)

O diagrama de Bode da Figura 6.2 indica que a planta tem um par de polos
complexos e um de zeros complexos com frequências angulares de ressonância ωp e
ωz respectivamente, dadas pela Eq. 6.8. Conforme apresentado por Davidov [60], tais
frequências angulares são decorrentes do efeito de rigidez e amortecimento do atuador
(eixo do motor).

ωp = 296, 71 rad/s = 2π rad.47, 22Hz

ωz = 164, 91 rad/s = 2π rad.26, 25Hz
(6.8)

A frequência angular ωz é o limite para a atuação do torque do motor no eixo de
elevação da arma. Além disso, embora a frequência angular de ressonância do modelo
esteja no limiar da condição de dominância de polos (ωp ≈ 5ωn), o ajuste da resposta
em frequência do modelo e da planta será importante sobretudo para possibilitar melhor
desempenho dos controladores ótimos, que são mais sensíveis a imprecisões no modelo
[58]. Para incluir tais efeitos de amortecimento e rigidez do eixo do motor na função de
transferência do modelo, agora notada por Gm(s) utiliza-se a Eq. 6.9, em que o valor
do fator de amortecimento de ξ = 0, 035 é o mesmo utilizado para o cálculo de [C] na
Seção 4.3.1.



Gm(s) = GθA
(s)×

ω2
p

s2 + 2ξωps+ ω2
p

× s2 + 2ξωzs+ ω2
z

ω2
z

= 86, 48s2 + 998, 2s+ 2, 352× 106

s(s3 + 47, 48s2 + 8, 859× 104s+ 2, 352× 106)

(6.9)

O diagrama de Bode comparando as respostas em frequência do modelo Gm(s) e da
planta é mostrado na Figura 6.3. A Figura 6.4 apresenta a comparação entre as respostas à
entrada degrau unitário (no domínio do tempo) para o modelo e para a planta, em malha
aberta e em malha fechada (com realimentação unitária). Como pode ser visto, o modelo
em malha fechada com realimentação unitária não atende aos requisitos de desempenho
mostrados na Eq. 6.1, sendo aplicável incluir na malha um controlador.



Capítulo 6. Síntese dos Controladores 111

Figura 6.3 – Diagrama de Bode do modelo da torre isolada incluindo eixo do motor
(modelo) e do modelo da torre integrada com o veículo (planta) para controle
de posição angular

(a) Malha Aberta (b) Malha Fechada

Figura 6.4 – Resposta ao degrau unitário da planta e do modelo em malha aberta e em
malha fechada com realimentação unitária (controle de posição angular)
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6.3 Modelo da torre isolada para controle de velocidade angular
Do esquema apresentado na Figura 5.4, considerando a torre isolada (θS = yA =

yS = 0), tomando como saída do sistema ωA e entrada ia, obtém-se o esquema da Figura 6.5
e a EDO apresentada pela Eq. 6.10. Por meio da aplicação da transformada de Laplace na
representação no domínio do tempo da Eq. 6.10, chega-se na função de transferência do
modelo da torre isolada para o controle de velocidade, GωA

(s). O valor de cb é dado na
Eq. 5.9 e o valor do momento de inércia de massa da arma JA é dado pela Eq. 6.4 [37].
O valor da constante elétrica do motor, ka, é dado pela Eq. 6.5. Chega-se à definição da
função de transferência do modelo da torre isolada, GωA

(s), conforme Eq. 6.11.

Figura 6.5 – Modelo da torre isolada para controle de velocidade angular (vista lateral)



JAω̇A(t) = Ta(t) + Tb(t)

= kaia(t)− cbωA(t)

⇒ JAω̇A(t) + cbωA(t) = kaia(t)

L ⇒ JAsωA(s) + cbωA(s) = kaia(s)

⇒ GωA
(s) = ka

JAs+ cb

(6.10)

GωA
(s) = ka

JAs+ cb
= 200

7, 4871s+ 200 (6.11)
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Compara-se o diagrama da resposta em frequência de GωA
(s) com a da planta

considerada neste capítulo, obtida do espaço de estados do SARC integrado com o veículo,
pelo MEF com EFU conforme Eq. 6.12. A comparação é feita utilizando o diagrama de
Bode, conforme mostrado na Figura 6.6.



ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

θA(t) = Cx(t) +Du(t)

em que,

B = kaE
[
01×59 −1 01×5 1 01×12

]T
,

C =
[
01×143 1 01×12

]
, D = 0, E =

 078

[M ]−1


(6.12)

Figura 6.6 – Diagrama de Bode do modelo da torre isolada (modelo) e do modelo da torre
integrada com o veículo (planta) para controle de velocidade angular

O diagrama de Bode da Figura 6.6 indica que a planta tem um par de polos
complexos e um de zeros complexos com frequências angulares de ressonância ωp e
ωz respectivamente, dadas pela Eq. 6.13. Conforme apresentado por Davidov [60], tais
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frequências são decorrentes do efeito de rigidez e amortecimento do atuador (eixo do
motor).

ωp = 296, 71 rad/s = 2π rad.47, 22Hz

ωz = 164, 91 rad/s = 2π rad.26, 25Hz
(6.13)

Para incluir tais efeitos de amortecimento e rigidez do eixo do motor na função
de transferência do modelo, agora notada por Gv(s) utiliza-se a Eq. 6.14, em que o valor
do fator de amortecimento de ξ = 0, 035 é o mesmo utilizado para o cálculo de [C] na
Seção 4.3.1.



Gv(s) = GωA
(s)×

ω2
p

s2 + 2ξωps+ ω2
p

× s2 + 2ξωzs+ ω2
z

ω2
z

= 86, 48s2 + 998, 2s+ 2, 352× 106

s3 + 47, 48s2 + 8, 859× 104s+ 2, 352× 106

(6.14)

O diagrama de Bode comparando as respostas em frequência do modelo Gv(s) e da
planta é mostrado na Figura 6.7. A Figura 6.8 apresenta a comparação entre as respostas à
entrada degrau unitário (no domínio do tempo) para o modelo e para a planta, em malha
aberta e em malha fechada (com realimentação unitária). Como pode ser visto, o modelo
em malha fechada com realimentação unitária não atende aos requisitos de desempenho
mostrados na Eq. 6.1, sendo aplicável incluir na malha um controlador.
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Figura 6.7 – Diagrama de Bode do modelo da torre isolada incluindo eixo do motor
(modelo) e do modelo da torre integrada com o veículo (planta) (controle de
velocidade angular)

(a) Malha Aberta (b) Malha Fechada

Figura 6.8 – Resposta ao degrau unitário da planta e do modelo em malha aberta e em
malha fechada com realimentação unitária (controle de velocidade angular)
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6.4 Síntese do controlador PD para o controle de posição angular
Inicialmente, analisa-se o gráfico do lugar das raízes de Gm(s) (Figura 6.9) para

verificar se há a possibilidade de se atender aos requisitos de desempenho apenas com um
ganho proporcional kp (controlador P). Pode-se observar que a curva do lugar das raízes
não se aproxima dos polos desejados, ficando à direita desses, indicando uma resposta
mais lenta do que o requerido para o sistema utilizando apenas o termo proporcional.

Figura 6.9 – Lugar das raízes da função de transferência do modelo

Busca-se atingir o desempenho requerido para a velocidade de resposta do modelo
incluindo-se o termo derivativo no controlador. O ganho derivativo kd pode ser determinado
incluindo um zero à esquerda da curva do lugar das raízes que possui valor não nulo para
a parcela imaginária, fazendo-se com que o lugar das raízes seja deslocado para a esquerda
e passe próximo dos polos desejados. Uma vez concluído o ajuste do formato da curva do
lugar das raízes, ajusta-se o ganho proporcional de maneira a se obter os polos desejados
para o sistema em malha fechada. Para facilitar o processo de determinação dos ganhos,
utilizou-se a ferramenta control system designer (CSD) do MATLAB®.

A Figura 6.10 mostra a interface do CSD ao se deslocar os polos do sistema em
malha fechada ajustando o valor do ganho proporcional. Percebe-se que para a região do
lugar das raízes de resposta amortecida mais rápida, o tempo de acomodação da resposta
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Figura 6.10 – Ajuste do ganho proporcional utilizando o CSD (MATLAB®)

ao degrau unitário se encontra maior que os 0, 12 s requeridos, além de apresentar baixo
fator de amortecimento, resultando em um grande sobressinal. Entretanto, verifica-se que
a resposta em regime permanente não apresenta erro, como esperado para uma função de
transferência do modelo do tipo 1 (um polo na origem). Faz-se a inclusão do ganho kd e,
ajustando kp, chega-se ao desempenho desejado conforme mostrado na Figura 6.11.

O controlador obtido é do tipo PD, com sua função de transferência representada
por DPD(s) (Eq. 6.15) e função de transferência em malha fechada DPDMF

(s) (Eq. 6.16).
Para a realização dos testes de desempenho da planta à entrada degrau, utiliza-se a
manipulação de seu espaço de estados conforme mostrado na Eq. 6.17, considerando para
fins de análise a realimentação das saídas θA(t) e θ̇A(t).


kp = 130

kd = 2

DPD(s) = kp + kds

(6.15)

DPDMF
(s) = U(s)

R(s) = DPD(s)
1 +DPD(s)Gm(s) (6.16)
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Figura 6.11 – Obtenção dos ganhos do controlador PD utilizando o CSD (MATLAB®)



ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

θA(t) = Cx(t)

yK(t) =
[
θA(t) θ̇A(t)

]T
= CKx(t)

CK =

 01×65 1 01×90

01×143 1 01×12


T

K =
[
k1 k2

]
=
[
kp kd

]
u(t) = Nr(t)−KyK(t) = Nr(t)−KCKx(t)

ẋ(t) = Ax(t)−BKCKx(t) +BNr(t)

= [A−BKCK ] x(t) +BNr(t)

(6.17)

O lugar das raízes do ramo direto do modelo (DPD(s)Gm(s)), incluindo a repre-
sentação dos polos e zeros obtidos para o modelo e para a planta em malha fechada,
é apresentado na Figura 6.12. A resposta ao degrau unitário do sistema em malha fe-
chada, para o modelo e para a planta, é apresentada na Figura 6.13, com suas respectivas
informações de desempenho mostradas na Tabela 6.1.
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(a) Polos e zeros do modelo (b) Polos e zeros da planta

Figura 6.12 – Lugar das raízes do ramo direto do modelo comparado com os polos e zeros
do modelo e da planta

(a) Modelo (b) Planta

Figura 6.13 – Resposta ao degrau unitário do sistema em malha fechada com controlador
PD do modelo e da planta

Das informações mostradas na Tabela 6.1, percebe-se uma degradação de desempe-
nho do modelo para a planta quanto ao tempo de acomodação e banda passante. Porém,
este fato não compromete a possibilidade de atingir o desempenho desejado durante as
simulações dos tiros, pois percebe-se dos gráficos da Figura 6.13 que o aumento de ts para
a planta deve-se à oscilações em torno do valor da entrada de referência, que não passam
de 5%, e o valor de ωb para a planta permanece acima da cadência de tiro.
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Tabela 6.1 – Informações de desempenho da resposta ao degrau unitário do sistema em
malha fechada com controlador PD do modelo e da planta

Característica ts Mp ωb ωb/(2π rad)
Modelo 0, 09 13, 76 77, 06 12, 26
Planta 0, 27 9, 36 63, 31 10, 08
Unidade s % rad/s Hz

6.5 Síntese do controlador PI para o controle de velocidade angular
Inicialmente, analisa-se o gráfico do lugar das raízes de Gv(s) (Figura 6.14) para

verificar se há a possibilidade de se atender aos requisitos de desempenho apenas com um
ganho proporcional kp (controlador P). Pode-se observar que a curva do lugar das raízes
não se aproxima dos polos desejados, mas possui parte de seu caminho passando pela
esquerda desses, indicando a possibilidade de uma resposta com velocidade que atenda
aos requisitos utilizando apenas o termo proporcional. Mas, por Gv(s) ser uma função
de transferência do tipo zero, possui erro em regime permanente na resposta à entrada
degrau.

Figura 6.14 – Lugar das raízes da função de transferência do modelo (controle de velocidade
angular)

Busca-se atingir o desempenho requerido para a velocidade de resposta do modelo
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incluindo-se o termo integral no controlador, para que o ramo direto do sistema seja
do tipo 1 e apresente erro nulo em estado permanente na resposta à entrada degrau. O
ganho integral ki pode ser determinado incluindo um polo na origem do plano s e um
zero à esquerda do eixo complexo. Uma vez concluído o ajuste do formato da curva do
lugar das raízes, ajusta-se o ganho proporcional de maneira a se obter os polos desejados
para o sistema em malha fechada. Para facilitar o processo de determinação dos ganhos,
utilizou-se a ferramenta CSD do MATLAB®.

A Figura 6.15 mostra a interface do CSD ao se deslocar os polos do sistema em
malha fechada ajustando o valor do ganho proporcional. Percebe-se que para a região do
lugar das raízes de resposta com velocidade próxima a dos polos desejados, o tempo de
acomodação da resposta ao degrau unitário atende ao requisito. Entretanto, verifica-se
que a resposta em regime permanente apresenta erro, como esperado para uma função de
transferência do modelo do tipo 0. Faz-se a inclusão do ganho ki e, ajustando kp, chega-se
ao desempenho desejado conforme mostrado na Figura 6.16.

Figura 6.15 – Ajuste do ganho proporcional utilizando o CSD (controle de velocidade
angular) (MATLAB®)

O controlador obtido é do tipo PI, com sua função de transferência representada
por DPI(s) (Eq. 6.18). Observa-se que os ganhos kp e ki do controlador PI, empregado
para o controle de velocidade angular, são, respectivamente, iguais aos ganhos kd e kp do
controlador PD empregado para o controle de posição angular. Logo, de acordo com as
características do sistema físico a ser controlado e dos sensores disponíveis, pode-se optar
por um controlador PD para controle de posição angular ou PI para controle de velocidade
angular. Para o sistema físico, a escolha entre os controladores PD ou PI dependerá do
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Figura 6.16 – Obtenção dos ganhos do controlador PI utilizando o CSD (MATLAB®)

sensor disponível para a realimentação (sensor para medir ângulo ou velocidade angular
em relação a um referencial inercial).


kp = 2

ki = 130

DPI(s) = kp + ki
s

(6.18)

6.6 Síntese do controlador LQR
Neste trabalho, as sínteses dos controladores ótimos LQR e LQG são feitas com

base no espaço de estados obtido de Gm(s) (Eq. 6.9), que pode ser escrito na forma
canônica do observador aplicando a Eq. 3.101. A Eq. 6.19 apresenta o espaço de estados
em questão. Para saber se o modelo em espaço de estados é controlável e observável,
tornando possível a aplicação das estruturas de controle de realimentação de estados com
base em observadores, calcula-se as determinantes das matrizes controlabilidade Cm e
observabilidade Om, que podem ser obtidas pelas Eq. 3.102 e 3.103 respectivamente. Os
resultados são apresentados na Eq. 6.20 e, como são valores não nulos, mostram que o
modelo, que é SISO, é controlável e observável.
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ẋm(t) = Amxm(t) +Bmu(t)

θAm(t) = Cmxm(t) +Dmu(t)

tal que,

Am =



0 0 0 0

1 0 0 −2, 352× 106

0 1 0 −8, 859× 105

0 0 1 −47, 480


, Bm =



2, 352× 106

998, 200

86, 480

0


Cm =

[
0 0 0 1

]
, Dm = 0

(6.19)

det(Cm) = 1, 552× 1026

det(Om) = 1
(6.20)

Com base nos polos desejados apresentados na Eq. 6.2, e como o espaço de estados
do modelo é de quarta ordem, acrescenta-se mais dois polos, respeitando o critério de
dominância, de forma a obter o polinômio desejado αd(s) mostrado na Eq. 6.21. Calcula-se
então, pela Eq. 3.108 a matriz de ganho K de realimentação de estados por alocação de
polos, sendo o resultado obtido mostrado na Eq. 6.22

pd =



−35× 6

−35× 5

−35 + 60, 62i

−35− 60, 62i


=



−210

−175

−35 + 60, 62i

−35− 60, 62i


αd(s) = s4 + α1s

3 + α2s
2 + α3s+ α4

= s4 + 455s3 + 6, 86× 104s2 + 4, 459× 106s+ 1, 801× 108

(6.21)

K =
[
−5, 767× 10−5 7, 238× 10−3 6, 197 −723, 3

]
(6.22)

Para a obtenção da resposta à entrada degrau unitário do modelo, aplica-se a
estrutura apresentada na Eq. 3.104, já para a resposta da planta, aplica-se a estrutura
baseada em observador de estados da Eq. 3.109. O polinômio desejado da dinâmica do
observador, βd(s), é definido conforme mostrado na Eq. 6.23. O cálculo da matriz de ganho
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do observador, Ko, é feito pela Eq. 3.110, obtendo a matriz apresentada na Eq. 6.24.

pd(β) = 2pd =



−420

−350

−70 + 121, 2i

−70− 121, 2i


βd(s) = s4 + β1s

3 + β2s
2 + β3s+ β4

= s4 + 910s3 + 2, 744× 105s2 + 3, 567× 107s+ 2, 881× 109

(6.23)

Ko =
[
2, 881× 109 3, 332× 107 1, 858× 105 862, 5

]T
(6.24)

O lugar das raízes do ramo direto do modelo (DPD(s)Gm(s)), incluindo a represen-
tação dos polos e zeros obtidos para o modelo (em espaço de estados) e para a planta em
malha fechada, é apresentado na Figura 6.17. A resposta ao degrau unitário do sistema
em malha fechada, para o modelo e para a planta, é apresentada na Figura 6.18, onde
além dos valores de θA(t), também são mostrados os valores de u(t) (sinal de controle). As
informações de desempenho para o modelo e para a planta são mostradas na Tabela 6.2.

(a) Polos e zeros do modelo (b) Polos e zeros da planta

Figura 6.17 – Lugar das raízes do ramo direto do modelo comparado com os polos e zeros
do modelo (em espaço de estados) e da planta

Observa-se da Figura 6.17 que os polos obtidos para a planta em malha fechada
não se localizam na posição dos polos desejados. Também se observa, da Figura 6.18, que
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(a) Modelo (b) Planta

Figura 6.18 – Resposta ao degrau unitário do sistema em malha fechada com realimentação
de estados do modelo e da planta

Tabela 6.2 – Informações de desempenho da resposta ao degrau unitário do sistema em
malha fechada com realimentação de estados do modelo e da planta (baseada
em observador)

Característica ts Mp ωb ωb/(2π rad) umax

Modelo 0, 09 11, 49 70, 84 11, 28 80, 36
Planta 2, 90 22, 54 37, 74 6, 01 76, 57
Unidade s % rad/s Hz A

embora a resposta ao degrau unitário do modelo apresente desempenho que atende aos
requisitos, a resposta da planta apresenta oscilação com amplitude de mais ou menos 20%
em torno da amplitude de referência da entrada, o que afeta consideravelmente o tempo de
acomodação (embora as características de tempo de subida do modelo e da planta sejam
semelhantes), como observado na Tabela 6.2.

Também da Tabela 6.2, percebe-se que a banda passante para a planta é menor
que a requerida. Quanto aos valores de corrente máxima umax do controlador, embora
tenham sido encontrados valores relativamente altos, já que SARC deste porte costuma
ter saturação de corrente de aproximadamente 63A [46, 80], este fato não se mostra no
momento uma limitação a ser considerada, uma vez que as perturbações angulares de
elevação esperadas no sistema em decorrência das séries de tiro não devem exceder 0, 1 rad
(≈ 6◦), valor este dez vezes menor que a amplitude da entrada degrau unitário.

Buscando melhorar as características de resposta da planta em malha fechada,
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substitui-se a matriz de ganho de realimentação de estados obtida pela fórmula de Ac-
kermann, K, pela matriz de ganho do LQR, KLQR, obtida pela aplicação da Eq. 3.112,
definindo as matrizes de ponderação Q1 e Q2 de maneira a priorizar o desempenho do
estado x4(t) (θA(t)), obtendo o ganho KLQR mostrado na Eq. 6.25.

Q1 =



0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 103


, Q2 = 0, 01

KLQR =
[
3, 348× 10−5 1, 671× 10−3 0, 6707 57, 57

]
(6.25)

Para a estrutura LQR, o lugar das raízes do ramo direto do modelo (DPD(s)Gm(s)),
incluindo a representação dos polos e zeros obtidos para o modelo (em espaço de estados)
e para a planta em malha fechada, é apresentado na Figura 6.19. A resposta ao degrau
unitário do sistema em malha fechada, para o modelo e para a planta, é apresentada
na Figura 6.20, onde além dos valores de θA(t), também são mostrados os valores de
u(t). Observa-se que agora a amplitude de oscilação da resposta da planta em torno
da amplitude de referência da entrada é menor que ±10%. Além disso, como pode ser
observado na Tabela 6.3, as informações de desempenho para o modelo e para a planta
apresentaram melhora em comparação ao controle por alocação de polos, com exceção da
corrente máxima do controlador, que apresentou elevação de seu valor.

(a) Polos e zeros do modelo (b) Polos e zeros da planta

Figura 6.19 – Lugar das raízes do ramo direto do modelo comparado com os polos e zeros
do modelo (em espaço de estados) e da planta para a estrutura LQR
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(a) Modelo (b) Planta

Figura 6.20 – Resposta ao degrau unitário do sistema em malha fechada do modelo e da
planta para a estrutura LQR

Tabela 6.3 – Informações de desempenho da resposta ao degrau unitário do sistema em
malha fechada com controlador LQR

Característica ts Mp ωb ωb/(2π rad) umax

Modelo 0, 08 9, 65 81, 03 12, 90 316, 23
Planta 0, 49 15, 61 88, 63 14, 11 316, 23
Unidade s % rad/s Hz A

6.7 Síntese do controlador LQG
Para a síntese do controlador LQG, utiliza-se a mesma estrutura e matriz de ganho

de realimentação de estados KLQR obtidas na seção anterior (Seção 6.6). A diferença com
relação ao controlador LQR está na substituição da matriz de ganho do observador, Ko,
pela matriz KLQG. As características de ruído (perturbação) de entrada no modelo da
planta w(t), para fins de síntese, são determinadas com base na simulação de tiro em malha
aberta para a série 1-30 Az 0◦ (Figura 5.18a), onde, por meio da aplicação da Eq. 3.82,
chega-se à Eq. 6.26, com representação de Tb(t) dada pela Figura 6.21.

ωrel(t) = ωA(t)− ωS(t)

w(t) = Tb(t) = −cb(ωA(t)− ωS(t))
(6.26)

Considerando o tempo de simulação até o final da série de tiro (t = 3, 6s), obtêm-se
os valores de E[w(t)] e E[w(t)w(t)T ] = W conforme mostrado na Eq. 6.27. Considera-se
sensor ideal nas simulações, porém, a variância R não pode ser considerada nula para fins
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Figura 6.21 – Torque de perturbação na arma em função do tempo para a série de tiro
1-30

de obtenção do ganho KLQG. Por isso, adotou-se um valor consideravelmente pequeno
para R conforme mostrado na Eq. 6.27. Por meio da Eq. 3.117, calcula-se o valor de KLQG,
apresentado na Eq. 6.28.



E[w(t)] = −0, 2522N.m

E[w(t)w(t)T ] = W = 3943, 9 (N.m)2

E[v(t)] = 0 rad

E[v(t)v(t)T ] = R = 0, 001 (rad)2

(6.27)

KLQG =
[
2, 335× 107 7, 545× 105 445, 5 8, 604

]T
(6.28)

Para fins de simulação de desempenho do controlador LQG na planta em malha
fechada, considera-se como função de perturbação de entrada wp(t) a expressão vista na
Eq. 6.29, onde fR(t) é dada pela Eq. 3.79 e n = 78, com a representação gráfica de fR(t)
dada pela Figura 6.22. O espaço de estados do modelo sujeito ao ruído w(t) é dado pela
Eq. 6.30 e o da planta, sujeita ao ruído wp(t), pela Eq. 6.31.

wp(t) =
[
01×60 −1 01×(n−61)

]T
fR(t) (6.29)
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Figura 6.22 – Perturbação de entrada no sistema (força de recuo) em função do tempo
para a série de tiro 1-30



ẋm(t) = Amxm(t) +Bmu(t) + Emw(t)

θAm(t) = Cmxm(t)

u(t) = Nmr(t)−KLQRxm(t)

ẋm(t) = Amxm(t)−BmKLQRxm(t) +BmNmr(t) + k−1
a Bmw(t)

= [Am −BmKLQR] xm(t) +BmNmr(t) + k−1
a Bmw(t)

(6.30)

A resposta ao degrau unitário do sistema em malha fechada, para o modelo e para
a planta com controlador LQG, é apresentada na Figura 6.23, onde além dos valores de
θA(t), também são mostrados os valores de u(t). Observa-se que a amplitude de oscilação
da resposta da planta em torno da amplitude de referência da entrada, assim como para
a estrutura LQR, é menor que ±10%, além de apresentar menor sobressinal e tempo
de acomodação, como pode ser visto em termos numéricos na Tabela 6.4. Entretanto,
observa-se que a banda passante para a planta apresenta valor menor que a cadência de
tiro, o que pode comprometer o desempenho do controlador nas simulações das séries de
tiro.
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ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ewp(t)

θA(t) = Cx(t)

ẋm(t) = Amxm(t) +Bmu(t) +KLQG(θA(t)− θAm(t))

θAm(t) = Cmxm(t)

u(t) = Nr(t)−KLQRxm(t)

ẋ(t) = Ax(t)−BKLQRxm(t) +BNr(t) + Ewp(t)

ẋm(t) = KLQGCx(t) + (Am −BmKLQR −KLQGCm)xm(t) +BmNr(t) ẋ(t)

ẋm(t)

 =

 A −BKLQR

KLQGC Am −BmKLQR −KLQGCm


 x(t)

xm(t)

+

 BN

BmN

 r(t) +

 E 0

0 KLQG


 wp(t)

0



(6.31)

(a) Modelo (b) Planta

Figura 6.23 – Resposta ao degrau unitário do sistema em malha fechada do modelo e da
planta para a estrutura LQG
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Tabela 6.4 – Informações de desempenho da resposta ao degrau unitário do sistema em
malha fechada com controlador LQG

Característica ts Mp ωb ωb/(2π rad) umax

Modelo 0, 08 9, 65 81, 03 12, 90 316, 23
Planta 0, 38 4, 50 38, 62 6, 15 316, 23
Unidade s % rad/s Hz A

Nota: valores aproximados, não considerando os efeitos das perturbações w(t) e wp(t).
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7 SIMULAÇÃO DINÂMICA DA PLANTA EM MALHA FECHADA

Uma vez feita a síntese dos controladores (Capítulo 6), realiza-se a simulação em
malha fechada com os controladores PD, LQR e LQG, nas mesmas condições e regimes
de tiro apresentados no Capítulo 5. Toma-se como condição inicial de estados para as
simulações deste capítulo a da planta acomodada devida a ação da gravidade, como
considerado no Capítulo 5.

7.1 Simulação das séries de tiro em malha fechada com controlador
PD
Optou-se em controlar o sistema apenas com realimentação do ângulo absoluto de

elevação, por isso, utilizou-se o controle PD e não se utilizou o controle PI. São simulados
quatro tipos de série de tiro em regimes distintos, com eixo de elevação livre, conforme
mostrado no Quadro 5.1. Os parâmetros das séries de tiro são apresentados na Eq. 5.10 e
os parâmetros de entrada do RK4 para as simulações são mostrados na Tabela 5.2, com
espaço de estados dado pela Eq. 7.1. Os resultados são apresentados nas Figuras 7.1, 7.2,
7.3 e 7.4 para as séries 1-1, 2-1, 1-5 e 1-30 respectivamente.

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.1 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador PD sujeita às perturbações da série de tiro 1-1
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ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ew(t)

θA(t) = Cx(t)

yK(t) =
[
θA(t) θ̇A(t)

]T
= CKx(t)

Az = 0◦ →



B = kaE
[
01×59 −1 01×5 1 01×12

]T

CK =

 01×65 1 01×90

01×143 1 01×12



Az = 90◦ →



B = kaE
[
01×57 −1 01×5 1 01×14

]T

CK =

 01×63 1 01×92

01×141 1 01×14



K =
[
k1 k2

]
=
[
kp kd

]
u(t) = −KyK(t) = −KCKx(t)

ẋ(t) = Ax(t)−BKCKx(t) + Ew(t)

= [A−BKCK ] x(t) + Ew(t)

(7.1)

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.2 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador PD sujeita às perturbações da série de tiro 2-1
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.3 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador PD sujeita às perturbações da série de tiro 1-5

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.4 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador PD sujeita às perturbações da série de tiro 1-30

Observa-se, dos resultados das simulações, que a planta com controle PD possui
baixa sensibilidade à variação de azimute, pois embora a configuração com Az a 90◦ em
malha aberta apresente maior oscilação angular de elevação em decorrência dos distúrbios
do tiro, em malha fechada com controle PD as oscilações angulares de elevação são
semelhantes tanto em Az 0◦ como em Az 90◦. Por conta das maiores oscilações angulares
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de elevação apresentadas na configuração em Az 90◦, observa-se nesses casos maiores
amplitudes do sinal de controle u.

7.2 Simulação das séries de tiro em malha fechada com controlador
LQR
São simulados quatro tipos de série de tiro em regimes distintos, com eixo de elevação

livre, conforme mostrado no Quadro 5.1. Os parâmetros das séries de tiro são apresentados
na Eq. 5.10 e os parâmetros de entrada do RK4 para as simulações são mostrados na
Tabela 5.2, com espaço de estados dado pela Eq. 7.2. Os resultados são apresentados nas
Figuras 7.5, 7.6, 7.7 e 7.8 para as séries 1-1, 2-1, 1-5 e 1-30 respectivamente.



ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ew(t)

θA(t) = Cx(t)

˙̂x(t) = Amx̂(t) +Bmu(t) +Ko(θA(t)− θ̂A(t))

θ̂A(t) = Cmx̂(t)

u(t) = −KLQRx̂(t)

ẋ(t) = Ax(t)−BKLQRx̂(t) + Ew(t)
˙̂x(t) = KoCx(t) + (Am −BmKLQR −KoCm)x̂(t) ẋ(t)

˙̂x(t)

 =

 A −BKLQR

KoC Am −BmKLQR −KoCm


 x(t)

x̂(t)

+

 E

04×78

w(t)

(7.2)

Observa-se, dos resultados das simulações, que a planta com controle LQR possui
baixa sensibilidade à variação de azimute, pois embora a configuração com Az a 90◦ em
malha aberta apresente maior oscilação e desvio angular de elevação em decorrência dos
distúrbios do tiro, em malha fechada com controle LQR as oscilações angulares e desvios
de elevação em Az 0◦ e 90◦ são semelhantes. Observa-se também que, diferente do que
ocorre com o controle PD, para o controle LQR as amplitudes do sinal de controle u são
semelhantes tanto em Az 0◦ como em Az 90◦, apresentando valores de amplitude menores
que os apresentados pelo controle PD.
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.5 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador LQR sujeita às perturbações da série de tiro 1-1

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.6 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador LQR sujeita às perturbações da série de tiro 2-1
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.7 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador LQR sujeita às perturbações da série de tiro 1-5

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.8 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador LQR sujeita às perturbações da série de tiro 1-30
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7.3 Simulação das séries de tiro em malha fechada com controlador
LQG
São simulados quatro tipos de série de tiro em regimes distintos, com eixo de elevação

livre, conforme mostrado no Quadro 5.1. Os parâmetros das séries de tiro são apresentados
na Eq. 5.10 e os parâmetros de entrada do RK4 para as simulações são mostrados na
Tabela 5.2, com espaço de estados dado pela Eq. 7.3. Os resultados são apresentados nas
Figuras 7.9, 7.10, 7.11 e 7.12 para as séries 1-1, 2-1, 1-5 e 1-30 respectivamente.



ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ew(t)

θA(t) = Cx(t)

˙̂x(t) = Amx̂(t) +Bmu(t) +KLQG(θA(t)− θ̂A(t))

θ̂A(t) = Cmx̂(t)

u(t) = −KLQRx̂(t)

ẋ(t) = Ax(t)−BKLQRx̂(t) + Ew(t)
˙̂x(t) = KLQGCx(t) + (Am −BmKLQR −KLQGCm)x̂(t) ẋ(t)

˙̂x(t)

 =

 A −BKLQR

KLQGC Am −BmKLQR −KLQGCm


 x(t)

x̂(t)

+

 E

04×78

w(t)

(7.3)

Dos resultados para as séries de tiro utilizando controlador LQG, percebe-se um
pior desempenho de estabilização, em relação ao LQR, principalmente em regiões de tempo
onde ocorrem mudanças do padrão de distúrbios de entrada na planta. Este fato fica mais
aparente ao observar a Figura 7.12, série de tiro de maior duração continuada. Entretanto,
o LQG apresenta menor intensidade de sinal de controle para todas as séries de tiro.
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.9 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador LQG sujeita às perturbações da série de tiro 1-1

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.10 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador LQG sujeita às perturbações da série de tiro 2-1
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(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.11 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador LQG sujeita às perturbações da série de tiro 1-5

(a) Azimute a 0◦ (b) Azimute a 90◦

Figura 7.12 – Posições angulares do eixo de elevação com a planta em malha fechada com
controlador LQG sujeita às perturbações da série de tiro 1-30
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7.4 Comparação dos resultados de estabilização para os diferentes
controladores utilizados
Com base nos resultados das simulações das séries de tiro, para a malha aberta e

com os diferentes controladores utilizados, foi elaborada a Tabela 7.1, onde são apresentados
alguns dados estatísticos das referidas séries (média E(X), desvio padrão amostral S(X) e
magnitude máxima M(X) da variável X) [79]. Os intervalos de tempo considerados para
o cálculo dos dados estatísticos de cada série de tiro são apresentados no Quadro 5.2.

Tabela 7.1 – Dados estatísticos das séries de tiro em malha aberta e em malha fechada
com controladores PD, LQR e LQG

Para facilitar a comparação de desempenho entre os diferentes controladores utiliza-
dos, foram elaboradas as Figuras 7.13, 7.14, 7.15 e 7.16, para as séries de tiro 1-1, 2-1, 1-5
e 1-30 respectivamente. Embora todos os controladores apresentem melhor desempenho
quando comparados à malha aberta, observa-se melhores resultados para o controlador PD,
que apresentou maior precisão e melhor exatidão [81] em todas as séries de tiro simuladas,
seguido do controlador LQR e, por fim, o LQG. Quanto aos valores máximos do sinal de
controle, o LQG apresentou os menores valores, seguido do LQR e, por último, o PD.
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Figura 7.13 – Comparação de desempenho entre os controladores PD, LQR e LQG para a
série de tiro 1-1

Figura 7.14 – Comparação de desempenho entre os controladores PD, LQR e LQG para a
série de tiro 2-1
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Figura 7.15 – Comparação de desempenho entre os controladores PD, LQR e LQG para a
série de tiro 1-5

Figura 7.16 – Comparação de desempenho entre os controladores PD, LQR e LQG para a
série de tiro 1-30

Com o objetivo de ilustrar o efeito da aplicação de estabilização em elevação do
SARC, foram realizadas animações para as séries de tiro 1-30 em MA e com os controladores
LQG, LQR e PD, com alvo padrão OTAN [82] posicionado a 500m da arma. As referidas
animações podem ser acessadas pelo endereço eletrônico ou código QR disponíveis nas
Figuras 7.17 (para Az 0◦) e 7.18 (para Az 90◦). Para as referidas animações, levou-se em
conta apenas os desvios causados pela variação de Az e El do CMA, desconsiderando todos
os demais efeitos que alteram a trajetória do projetil, como deformações e vibrações no
cano da arma, efeitos de rotação, ação da gravidade e efeitos meteorológicos.

A Figura 7.19 apresenta a situação final dos alvos com Az 0◦ e com Az 90◦, após a
realização de todos os disparos, para fins de comparação de desempenho. Ressalta-se que
neste trabalho a estabilização foi aplicada somente no eixo de elevação, que se relaciona
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(a) Condição inicial (t = 0 s) (b) Código QR

Figura 7.17 – Animação da série de tiro 1-30 para Az 0◦ em alvo OTAN a 500m [83]
(Disponível em: <https://youtu.be/OeRZ1jbI_NM>)

(a) Condição inicial (t = 0 s) (b) Código QR

Figura 7.18 – Animação da série de tiro 1-30 para Az 90◦ em alvo OTAN a 500m [84]
(Disponível em: <https://youtu.be/tpbBrk_i8hw>)

diretamente com a posição vertical dos disparos no alvo. Sendo assim, para efeitos de
análise e comparação de desempenho dos diferentes controladores, é levada em consideração
somente a posição vertical dos disparos com relação ao alvo.

https://youtu.be/OeRZ1jbI_NM
https://youtu.be/tpbBrk_i8hw


Capítulo 7. Simulação Dinâmica da Planta em Malha Fechada 145

(a) Az 0◦ (b) Az 90◦

Figura 7.19 – Comparação entre as séries de tiro 1-30 em alvo OTAN a 500m

Como a síntese dos controladores foram feitas com base no modelo de torre
isolada, com função de transferência de quarta ordem, esperava-se melhor desempenho
do controlador PD, já que este tipo, de síntese baseada nas técnicas do controle clássico,
no domínio da frequência, geralmente tem degradação de desempenho menor, quanto
à simplificações no modelo, quando comparado aos controladores ótimos LQR e LQG.
Porém, como pode ser visto na Figura 7.19, o desempenho do controle LQR foi similar ao
PD em relação aos impactos dos tiros em alvo posicionado a 500m de distância, com a
vantagem de apresentar menores amplitudes de sinal de controle.
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8 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foi realizada uma revisão da literatura com o objetivo de adqui-
rir conhecimentos e verificar a existência de trabalhos semelhantes ao estudo proposto.
Verificou-se que a grande maioria dos estudos de controle para a estabilização de sistemas de
armas baseiam-se em rejeitar distúrbios provenientes de irregularidades do solo. Como em
situações práticas de tiro com sistemas de armas embarcados em viatura parada percebe-se
que os distúrbios provenientes do disparo causam oscilações do sistema viatura-torre,
prejudicando a manutenção da pontaria, a lacuna de pesquisas na área pôde se mostrar
como oportunidade para o estudo realizado.

Verificou-se, na aplicação da fundamentação teórica para o desenvolvimento da
modelagem dinâmica do sistema viatura-torre, a importância das ferramentas algébricas no
tratamento de matrizes como os produtos de Kronecker e de Hadamard. Tais ferramentas
facilitam a elaboração de algoritmos para as diferentes etapas de construção do modelo.
Em se tratando de estruturas constituídas de muitos elementos com diferentes direções
no espaço, é de fundamental importância a elaboração de códigos computacionais que
atualizem a modelagem de maneira automática ao se modificar os dados de entrada
referentes às numerações, quantidades e posições dos elementos que constituem o sistema.

Para a modelagem tridimensional do sistema, foram adotadas simplificações de
maneira a mantê-la linear, sem perda significativa de representatividade e capacidade de
prever o comportamento do sistema real. Propõe-se para trabalhos futuros o refinamento
na modelagem das diferentes partes do sistema abordado neste trabalho, como o padrão
de forças provenientes do disparo, levando-se em conta os componentes do mecanismo de
recuo, e o refinamento do sistema de suspensão, considerando a massa e os deslocamentos
sofridos pelos eixos das rodas.

No que se refere à síntese dos controladores, procurou-se utilizar os conceitos
de controle clássico, ainda muito utilizados na atualidade pelas empresas fabricantes
de SARC, e os conceitos de controle moderno, que facilitam o tratamento algébrico
necessário no processo de síntese dos controladores, mas que exigem maior precisão do
modelo em representar o comportamento da planta. Os resultados obtidos das simulações
nas diferentes séries de tiro mostraram melhor desempenho em precisão e exatidão do
controlador PD quando comparado aos controladores LQR e LQG, corroborando com a
informação conhecida da literatura quanto à precisão do modelo para síntese.

Entretanto, os controladores LQR e LQG apresentaram menores intensidades
de sinal de controle, se mostrando mais vantajosos neste quesito. Comparando-se os
controladores LQR e LQG, o LQR apresentou melhores resultados de estabilização, com
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características de precisão e exatidão próximas das apresentadas pelo controle PD, porém,
com intensidades de sinal de controle maior que as apresentadas pelo LQG.

O modelo adotado para a síntese dos controladores foi baseado na categoria de
torre isolada, com a consideração da flexibilidade do eixo de atuação no ângulo de elevação
da arma. Isto possibilitou a aplicação dos conceitos do controle clássico baseados no
comportamento dinâmico conhecido para a função de transferência padrão de segunda
ordem, já que o modelo obtido foi de quarta ordem, com um par de polos complexos
dominantes.

Ao adotar o modelo de torre isolada para síntese, espera-se obter controladores
com desempenho desejado para todas as configurações de angulo de azimute da arma, uma
vez que ao alterar esse ângulo, não se modifica o modelo da torre em si, e sim o padrão de
distúrbios sofridos por ela. Os resultados apresentados para as simulações realizadas em
azimute de 0◦ e 90◦ corroboram com esta informação. Sugere-se, para trabalhos futuros, a
realização de simulações de tiro em diferentes ângulos de azimute e de elevação. Pode-se
projetar ganhos diferentes dos controladores para determinadas configurações de Az e El,
com comutação automática desses ganhos, por interpolação, de acordo com o Az e El da
realização dos tiros.

Do processo de síntese dos controladores e dos resultados das simulações, verificou-
se a limitação apontada por Druener e Luyten [28] quanto a capacidade dos sistemas
de estabilização dos SARC em anular ou atenuar os distúrbios das séries de tiro de
metralhadora. As bandas passantes obtidas para os controladores PD e LQR apresentaram,
para a planta, frequências de corte de 10, 08Hz e 14, 11Hz respectivamente, valores
estes maiores que a frequência dos distúrbios gerados pelas séries de tiro do armamento
utilizado no estudo em tela, de aproximadamente 8, 33Hz. Já a banda passante para o
controlador LQG apresentou frequência de corte de 6, 15Hz, menor que a da cadência de
tiro do armamento utilizado. Tal fato pode ter contribuído significativamente com o pior
desempenho do controlador LQG em comparação com os demais. Sugere-se, para estudos
futuros, utilizar a abordagem do projeto de compensadores por avanço e atraso de fase
[56] de modo a ter melhor controle da frequência de corte durante a etapa de síntese.

Além das sugestões para estudos futuros já apresentadas, seguem algumas adicionais,
que por limitação de tempo e dada a extensão do presente estudo, não foram implementadas
nesta dissertação:

- utilização de tensão elétrica em vez de corrente como sinal de entrada;

- utilização de controle digital;

- inclusão de não linearidades na modelagem dinâmica da planta, como folgas e atrito
seco nos acoplamentos, além de ruído nos sensores, atrasos de tempo nos dados
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obtidos pelos sensores e atrasos de tempo na atualização dos sinais de controle;

- robustecimento da malha de controle, de maneira a permitir maiores variações e in-
certezas nos parâmetros da planta sem perder a estabilidade e mantendo desempenho
compatível com os requisitos estipulados;

- inclusão da estabilização no eixo de azimute; e

- consideração da influência direta da flexibilidade do cano ou tubo da arma e de
outras incertezas de medição [85] na expressão dos resultados de estabilização de El
e Az, uma vez que, no presente trabalho, os ângulos da arma foram considerados em
seu centro de massa, e não na extremidade do cano.
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