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RESUMO 

 

 

Este trabalho apresenta um estudo térmico do processo de geração de energia 
em uma vareta combustível nuclear, que fica inserida no núcleo do reator. 
Primeiramente é feita uma análise direta do problema térmico em escrutínio, e em 
seguida, um problema inverso na vareta combustível é investigado. O comportamento 
térmico do material combustível é basicamente determinado através da equação da 
condução de calor, onde uma descrição precisa da distribuição de temperatura no 
elemento é essencial, principalmente em caso de acidentes nucleares. 

Procura-se obter soluções para a transferência de calor por condução transiente 
em varetas combustíveis, no evento de falha no sistema de barras de controle, que 
acarreta em um fluxo descontrolado de nêutrons, onde o termo fonte de calor passa a 
ser variável. Para a análise direta do problema foram desenvolvidas três modelagens, 
e seus resultados comparados, a fim de inferir acerca da influência térmica do material 
de revestimento e da região do “gap” na transferência de calor na vareta combustível. 

O problema inverso possui o intuito de estimar o termo fonte de calor variável, por 
estimativa de parâmetros, através dos métodos de Levenberg-Marquardt e do PSO. 
O estudo inverso mostrou ter grande aplicabilidade para a análise térmica, pois se um 
sensor estiver disponível para medir as temperaturas na superfície da vareta 
combustível, o termo fonte variável pode ser estimado, e então, a distribuição de 
temperatura transiente na vareta pode ser obtida pelo problema direto. 

Por falta de dados reais de temperaturas na superfície do cilindro, foram geradas 
medidas pseudoexperimentais com ruídos para a análise inversa, sendo que os 
métodos de solução utilizados apresentaram resultados satisfatórios. O método de 
Levenberg-Marquardt apresentou menor tempo computacional em relação ao PSO. 

Da forma como se aplicou o conceito dos parâmetros concentrados na vareta 
combustível, apenas para a região do revestimento, viu-se que é possível utilizar a 
solução para altos coeficientes de transferência de calor por convecção, ao contrário 
do que é visto na solução clássica por parâmetros concentrados em toda a vareta 
combustível. 

Foi visto que o número de Biot pode desempenhar um importante papel na análise 
térmica da vareta combustível, a fim de aumentar o tempo crítico, que é o período 
requerido para a fusão do material de revestimento. Tal fato, pode ser um aspecto 
interessante a fim de evitar ou amenizar os efeitos de um acidente nuclear.  

Ademais, viu-se que o material de revestimento não possui influência térmica 
significativa no problema investigado, já a região do “gap” interfere no perfil de 
temperatura radial do combustível, entretanto esta não afeta o perfil de temperatura 
superficial da vareta. 
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ABSTRACT 

 

 

This work depicts a thermal analysis of the energy generation process in a nuclear 
fuel rod, which it is inserted in the reactor core. First one, a direct analysis of the thermal 
problem under scrutiny is processed and next, an inverse problem in the fuel rod is 
investigated. The fuel thermal behavior is basically determined by solving the heat 
conduction equation, where an accurate temperature distribution is essential, mainly 
in the event of nuclear accidents.  

It seeks to obtain solutions for the transient conduction heat transfer in fuel rods, 
in the case of failure in the control rod system, which causes an uncontrolled neutron 
flux and thus the heat source term becomes variable. Three models are developed for 
the direct analysis and the results obtained by each modeling are compared in order 
to evaluate the influence of the cladding, as well as the gap on the thermal problem.  

The inverse problem aims to estimate the heat source term by a parameter 
estimation through the Levenberg-Marquardt and PSO methods. The inverse analysis 
showed large application for the thermal problem, since if there is an available sensor 
to measure the surface temperatures, the heat source term can be estimated, and thus 
the transient temperature distribution can be obtained by the direct problem. 

Due to unavailability of real temperature data on the rod surface, 
pseudoexperimental measures with noises were generated for the inverse analysis, 
where the methods used for the inverse solution presented satisfactory results. The 
Levenberg-Marquardt method showed a lower computational time in relation to PSO.  

As the concept of the lumped analysis in the fuel rod was applied, only for the 
region of the cladding, it was seen that it is possible to use the solution for high 
coefficients of convection heat transfer, contrary to what is seen in the classical solution 
by lumped analysis for the fuel rod. 

It has been seen that the Biot number can play an important role in the thermal 
analysis of the fuel rod in order to increase the critical time, which is the time required 
for the meltdown of the cladding material. This fact can be an interesting aspect in 
order to avoid or mitigate the effects of a nuclear accident.  

Furthermore, it was observed that the cladding material does not exert a major 
influence on the thermal problem for the fuel rod. It was seen that the gap influences 
the fuel radial temperature profile, however the gap region has not significant relevance 
for the rod surface temperature profile.  
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1 INTRODUÇÃO 

 

 

Com o crescente aumento da população global, juntamente com as atividades 

industriais, a fim de satisfazer às necessidades daquela, a demanda por energia 

aumenta continuamente no mundo. Dentro deste contexto, o abastecimento de 

energia elétrica, fator que se tornou essencial à vida humana, causa preocupações 

em diversos setores da economia, sendo de extremo interesse o domínio e 

desenvolvimento das diferentes formas de geração de energia, tais como: 

termoelétrica, hidroelétrica, nuclear, solar, eólica, biomassa, entre outras. 

Evidentemente, com as atuais mudanças climáticas em decorrência do 

aquecimento global e com os impactos ambientais oriundos das atividades humanas, 

é crescente a busca pelo desenvolvimento de recursos energéticos mais limpos, 

seguros e menos prejudiciais ao meio ambiente e a vida humana.    

 A produção de energia elétrica através das usinas nucleares é um assunto 

controverso e que causa grande preocupação na sociedade, entretanto esta fonte de 

geração possui diversos benefícios, como por exemplo a não emissão de gases do 

efeito estufa que provocam o aquecimento da atmosfera. Tal fato, faz com que essa 

seja considerada uma fonte de energia limpa. Além disso, independe das condições 

climáticas (sol, chuva e vento) para a sua operação, e permite a produção de energia 

elétrica em larga escala em uma área relativamente pequena, comparada à outras 

plantas de geração de eletricidade.  

Uma usina nuclear deve seguir altos padrões de segurança durante sua operação, 

a fim de evitar acidentes nucleares. A exigência de procedimentos seguros cresceram 

principalmente em decorrência de alguns acidentes históricos, como o de Three Mile 

Island (em 1979 nos Estados Unidos), Chernobyl (em 1986 na Ucrânia) e Fukushima 

(em 2011 no Japão).  

Segundo MONTEIRO (2013), vários países dependem da energia nuclear, sendo 

que na França e Lituânia três quartos da energia elétrica utilizada são da fonte nuclear, 

enquanto que na Bélgica, Suécia, Ucrânia e Hungria são mais de um terço e nos 

Estados Unidos cerca de um quinto.   
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Por certo, a energia nuclear e suas aplicações estão presentes na sociedade e 

oferecem avanços indiscutíveis em inúmeros ramos, tais como: indústria, medicina, 

agricultura, arqueologia, ciências aeroespaciais, entre outros (OLIVEIRA, 2014). 

 

 

1.1 MOTIVAÇÃO 

 

 

Com o contínuo aumento da demanda mundial de energia, não se pode dispensar 

o poder energético dos núcleos atômicos. De fato, a energia nuclear é um recurso 

viável e abundante para a produção de eletricidade, e nos próximos anos, esta fonte 

de geração deve assumir um papel cada vez mais importante nas matrizes 

energéticas dos países. Consequentemente, é de extremo interesse pesquisas que 

visam desenvolver a produção e principalmente, a segurança nas centrais nucleares.  

Os sistemas de segurança e controle emergenciais precisam operar 

corretamente, a fim de minimizar qualquer tipo de falha, pois caso contrário, uma 

planta nuclear pode deixar de operar devidamente, e ocasionar por exemplo, o 

superaquecimento do núcleo do reator. Em consequência, as varetas combustíveis 

presentes no interior deste dispositivo podem derreter, e em caso de falha nos outros 

sistemas de contenção, um acidente nuclear acontece, onde os produtos radioativos 

são lançados ao meio ambiente, causando danos irreversíveis à vida humana. De 

acordo com VIEIRA (2010), o evento de falta de refrigeração do núcleo do reator, que 

danifique significativamente o mesmo, é denominado acidente severo. 

É muito importante garantir a segurança de uma usina nuclear, sendo que uma 

boa compreensão do processo termohidraúlico no elemento combustível é essencial 

em situações transientes (HAN, 2000). 

Durante um acidente nuclear, o comportamento do combustível presente no 

núcleo de um reator é basicamente determinado resolvendo a equação da condução 

de calor (IAEA, 2007). Logo, uma descrição precisa da distribuição de temperatura 

transiente no elemento é essencial para prever o comportamento térmico em um 

reator nuclear em caso de um acidente. Ademais, a partir da distribuição de 

temperatura transiente, o tempo crítico, definido como o período para que a 

temperatura de fusão do material de revestimento seja alcançada, pode ser avaliado.  
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Assim sendo, é de extremo interesse fazer uma análise térmica das varetas 

combustíveis, que são a primeira barreira para impedir a liberação de materiais 

radioativos no meio ambiente. Além disso, a temperatura alcançada no núcleo do 

reator é um parâmetro relevante, sendo a sua determinação fundamental para o 

monitoramento operacional do reator. De acordo com SANTIAGO (2011), a análise 

térmica na vareta combustível tem importância para toda a física envolvida nos 

reatores nucleares, sendo fundamental para a alta performance na geração de 

eletricidade.  

 

 

1.2 REATOR NUCLEAR – PWR 

 

 

O princípio de funcionamento de uma usina nuclear é semelhante ao de uma usina 

termoelétrica, entretanto, nesta a energia elétrica é obtida pela queima de 

combustíveis fósseis, como carvão, óleo, derivados do petróleo, entre outros. Já 

naquela, a energia é obtida a partir da fissão do núcleo do átomo de urânio 

enriquecido. As usinas nucleares são instalações industriais que visam à produção de 

eletricidade. 

Os reatores mais utilizados são os PWR (Reatores de Água Pressurizada), sendo 

esses 62% dos reatores comerciais do mundo (SANTIAGO, 2011). As plantas 

nucleares PWR possuem três circuitos de água independentes: primário, secundário 

e de refrigeração. 

DUDERSTADT & HAMILTON (1976) abordam o princípio de funcionamento de 

uma usina nuclear PWR, vista na FIG. 1.1. O sistema primário é responsável pela 

refrigeração do núcleo do reator. Neste componente, se encontra os elementos 

combustíveis e é onde a geração de energia térmica através das fissões nucleares 

acontece. De acordo com ESKANDARI et al. (2012), uma reação de fissão nuclear é 

definida como a divisão do núcleo de um átomo pesado em dois menores, quando 

atingido por um nêutron. Após a colisão, uma imensa quantidade de energia é 

liberada, sendo absorvida pelo fluido refrigerante (água leve), que é inserido pela 

bomba principal de refrigeração do reator. Ainda no sistema primário, encontra-se o 

pressurizador, que é um dispositivo que mantém o refrigerante à alta pressão, a fim 
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de evitar que o mesmo se evapore ainda que submetido à temperatura elevada. O 

gerador de vapor é a interface entre o circuito primário e secundário, onde a água 

quente que veio do reator troca calor com a água fria presente no circuito secundário, 

e posteriormente, aquela retorna ao núcleo do reator, encerrando o seu ciclo no 

sistema primário. 

 

 

FIG. 1.1 Esquema de funcionamento de uma usina nuclear do tipo PWR 
(ELETRONUCLEAR, 2013) 

 

Após receber calor, a água do sistema secundário torna-se vapor, a fim de operar 

um ciclo padrão Rankine. Neste ciclo, o vapor é dirigido para movimentar a turbina, 

onde há transformação da energia térmica em energia mecânica. Em seguida, o vapor 

de água saí da turbina, e no condensador se transforma em líquido ao trocar calor 

com a água do sistema de refrigeração, e então a água condensada é bombeada para 

o gerador de calor, a fim de completar o seu ciclo no sistema secundário. A água do 
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circuito de refrigeração geralmente é bombeada do mar ou de um rio próximo, através 

de sistemas hidráulicos que chegam dentro do condensador. Conforme já 

mencionado, os três circuitos explicitados são independentes, ou seja, isolados 

fisicamente, o que evita o contato direto entre os fluidos circulantes em cada sistema. 

A turbina é acoplada a um gerador elétrico, sendo por fim, a energia elétrica distribuída 

pelas torres de transmissão até chegar às residências, comércios e indústrias.  

O reator é o principal elemento do circuito primário, sendo formado pelo núcleo, 

onde se encontra os elementos combustíveis, por estruturas de sustentação interna 

do núcleo, que também direcionam o refrigerante no processo de arrefecimento, 

envoltos no vaso de pressão. Além disso, o reator possui um dispositivo de inserção 

de barras de controle, com o intuito de controlar as reações de fissão nuclear em 

cadeia, já que essas barras são moderadoras de nêutrons (SOUSA, 2015). 

Conforme supracitado, o núcleo do reator é composto por elementos 

combustíveis. Estes, possuem arranjos com varetas combustíveis e barras de 

controle. As varetas são compostas por pastilhas de dióxido de urânio (UO2) 

enriquecido, que são inseridas em um material de revestimento (tubos de liga de 

zircônio – usualmente zircaloy-4), pressurizadas com gás hélio e tamponadas nas 

duas extremidades. O refrigerante flui uniformemente nos canais de refrigeração 

externos as varetas combustíveis, absorvendo a energia térmica liberada pela fissão 

nuclear do urânio. O procedimento de montagem do elemento combustível é visto na 

FIG. 1.2. As pastilhas combustíveis são cilíndricas (SOUZA, 2013), conforme ilustrado 

na FIG. 1.3. 

 

 

FIG. 1.2 Montagem do elemento combustível de um reator nuclear (Adaptado 

COELHO, 2012) 
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FIG. 1.3 Pastilha combustível de Dióxido de Urânio (ULMER-SCHOLE, 2017) 

 

 

1.3 PROBLEMA FÍSICO  

 

 

A dissertação concentra-se na análise térmica do processo de geração de energia 

no núcleo do reator, especificamente, o trabalho analisa a condução de calor em uma 

vareta combustível nuclear.  

Para tal, sabe-se que este elemento possui formato cilíndrico, sendo formado pelo 

combustível (urânio enriquecido) e revestimento (zircaloy-4). Após a reação de fissão 

nuclear, a energia é transferida por condução do combustível para o revestimento, e 

a partir deste, o calor é transferido por convecção através do fluido refrigerante.   

Um acidente nuclear pode acontecer em caso de arrefecimento inadequado das 

varetas combustíveis, onde a quantidade de calor gerado excede o calor removido, 

até o ponto em que o combustível e o revestimento se fundem (AN et al., 2014). 

Conforme supradito, em caso de um acidente severo, o comportamento da pastilha 

combustível é essencialmente elucidado pela resolução da equação da condução de 

calor.  

Para estudar o problema físico da geração de calor na vareta combustível nuclear, 

considera-se a equação geral da difusão de calor submetida à hipótese de 

simplificação comumente aceita: problema unidimensional na direção radial com 

termo fonte.  



27 
 

A simplificação para tratar a transferência de calor unidimensional é baseada no 

fato de que na direção angular, o perfil de temperatura não varia, já que a geração de 

calor e o arrefecimento do cilindro são uniformes em toda a circunferência. Para a 

direção longitudinal da vareta, tem-se que a difusão de calor nesta direção é 

extremamente pequena comparada com a direção radial. Por consequência, as 

variações de temperatura nas direções angular e longitudinal do cilindro são 

desprezíveis, logo, podem ser negligenciadas na análise térmica.  

 

 

FIG. 1.4 Problema unidimensional na vareta combustível 

 

A FIG. 1.4 ilustra o problema de condução de calor na direção radial da vareta 

combustível. A região conhecida como “gap”, é o preenchimento com gás hélio entre 

as pastilhas combustíveis (fuel) e o material de revestimento (cladding). A 

transferência de calor nas três regiões é predominantemente por condução, entretanto 

à efeito de simplificação, na região do “gap” é usualmente considerado a convecção 

(AN et al, 2014; SANTIAGO, 2011; MOREIRA, 2013), que é definida como a 

transferência de calor através de um fluido devido ao movimento deste.  

De acordo com BHATTACHARYA et al. (2001), durante uma operação normal no 

núcleo do reator, o fluxo de nêutrons é uniforme, e o termo fonte de calor volumétrico 
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permanece constante, sendo possível avaliá-lo através do conhecimento do número 

de núcleos fissionáveis e do fluxo de nêutrons. Logo, nestas condições o núcleo do 

reator opera em regime permanente, e então o perfil de temperatura na vareta 

combustível não varia ao longo do tempo.  

Entretanto, em caso de falha no sistema de barras de controle, a incidência de 

nêutrons torna-se descontrolada, e então o termo fonte de calor volumétrico passa a 

variar, e o núcleo do reator passa a operar em regime transiente (BHATTACHARYA 

et al., 2001). Dentro deste contexto, a temperatura na vareta combustível eleva-se, 

até o ponto em que o material de revestimento se funde. Nesta análise, um importante 

parâmetro é o tempo crítico, definido como o período necessário para que a 

temperatura de fusão do material de revestimento seja alcançada. Novamente, fica 

evidente a importância de uma distribuição de temperatura transiente precisa na 

vareta combustível, pois a partir desta, o tempo crítico pode ser estimado em caso de 

um acidente nuclear.   

 

 

1.4 OBJETIVOS 

 

 

Este trabalho procura obter soluções para a transferência de calor por condução 

transiente em varetas combustíveis, no evento de falha no sistema de barras de 

controle, onde o termo fonte de geração de calor volumétrico passa a ser variável, 

devido ao fluxo descontrolado de nêutrons. Logo, procura-se resolver a equação da 

difusão de calor unidimensional com termo fonte de calor variável.  

Inicialmente é analisado o problema direto, onde todas as causalidades são 

tratadas como conhecidas. Para tal, é feita como uma primeira aproximação para 

obter o perfil de temperatura transiente no elemento, uma solução geral totalmente 

analítica através do método da Transformada Integral, onde a região denominada 

“gap”, assim como a condução no revestimento, são levadas em consideração no 

coeficiente de transferência de calor por convecção entre a superfície do cilindro e o 

fluido refrigerante. Nesta contribuição, são propostas duas variações para o termo 

fonte de calor: uma dependente apenas do tempo e uma outra situação mais realista, 

em que esse parâmetro é dependente tanto do tempo quanto do espaço. 
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Outras duas modelagens são elaboradas através da análise clássica por 

parâmetros concentrados para a região do material de revestimento, uma sem 

considerar a região do “gap”, e a outra englobando as três regiões, conforme visto na 

FIG. 1.4. Para tais, são desenvolvidas duas soluções analítico-numéricas para a 

temperatura transiente na vareta com o auxílio do Método da Transformada Integral.   

Tem-se o objetivo de comparar as soluções obtidas pelas três modelagens 

supracitadas e avaliar a influência do material de revestimento e do “gap” na análise 

térmica do reator nuclear. Ademais, é de interesse avaliar o tempo crítico obtido por 

cada solução. 

AN et al. (2014) trataram o problema de condução de calor na vareta combustível 

nuclear com mudança de fase e termo fonte constante. Neste trabalho, a partir da 

terceira modelagem, onde é considerado a região do “gap”, será feita uma análise 

adicional com as mesmas condições apresentadas por AN et al. (2014), mas sem 

considerar a troca de estado físico, a fim de verificar a relevância da mudança de fase 

na análise térmica da vareta combustível. 

Por fim, é solucionado um problema de transferência de calor inverso na vareta 

combustível, com o objetivo de estimar o termo fonte de calor variável por estimativa 

de parâmetros. O intuito do problema inverso é estimar uma ou mais características 

casuais do problema que são desconhecidas, a partir do conhecimento das 

temperaturas medidas (o efeito). Foram utilizados dois métodos de solução de 

problemas inversos e otimização, o determinístico de Levenberg-Marquardt, e o 

estocástico PSO (Otimização por Enxame de Partículas).  

Após a solução do problema inverso, é de interesse avaliar o desempenho de 

cada método utilizado, e a aplicabilidade da análise inversa para o problema térmico 

em escrutínio. 

 

 

1.5 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

 

 

O capítulo 1 introduz questões relacionadas ao abastecimento global de energia 

elétrica e o importante papel que a energia nuclear pode desempenhar para as 

matrizes energéticas, já que de fato esta é uma fonte viável e abundante para a 
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geração de eletricidade. Este capítulo ainda apresenta a motivação deste trabalho, a 

explanação do problema físico analisado na vareta combustível e os objetivos da 

dissertação. 

O capítulo 2 discorre a revisão bibliográfica acerca do tema em estudo, com o 

posicionamento deste trabalho em relação ao que é visto na literatura. Foram 

analisados trabalhos que abordam o fenômeno da condução de calor, principalmente 

em varetas combustíveis, e também estudos na área de problemas inversos e 

otimização.  

O capítulo 3 explicita as modelagens desenvolvidas para o problema direto na 

vareta combustível, onde primeiramente é apresentada uma solução apenas para a 

região do material combustível, a segunda acrescida da região do revestimento, e a 

terceira para o conjunto completo (combustível, revestimento e “gap”).   

O capítulo 4 aborda o problema de transferência de calor inverso na vareta 

combustível, com o intuito de estimar o termo fonte de calor variável por estimativa de 

parâmetros. A solução inversa é obtida por dois métodos: Levenberg-Marquardt e 

PSO. 

O capítulo 5 apresenta os resultados e as discussões a respeito das modelagens 

desenvolvidas e do problema inverso investigado no problema térmico da vareta 

combustível. O capítulo 6 expõe as principais conclusões da dissertação e sugestões 

para possíveis trabalhos futuros. 

Por fim, o capítulo 7 traz as referências bibliográficas e o capítulo 8 os apêndices.  
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

 

A análise da transferência de calor por condução transiente em varetas 

combustíveis é extremamente importante em um reator nuclear, pois a partir desta, é 

possível obter o campo de temperatura no núcleo do reator, que é fundamental tanto 

no projeto quanto no monitoramento operacional do reator. 

Devido à relevância deste assunto, vários estudos já foram e continuam sendo 

desenvolvidos. Este capítulo é dividido em duas seções, a primeira apresenta 

trabalhos já efetuados na análise da condução de calor em varetas combustíveis de 

reatores nucleares. Já a segunda discorre acerca de estudos na área de problema de 

transferência de calor inverso. Evidentemente, outras abordagens de engenharia que 

envolvam problema de condução de calor e/ou convecção, também auxiliam este 

estudo (MIKHAILOV & OZISIK, 1984; OZISIK, 1993; OZISIK & ORLANDE, 2000; 

INCROPERA et al., 2008; ÇENGEL, 2009).  

 

 

2.1 CONDUÇÃO DE CALOR EM VARETAS COMBUSTÍVEIS 

 

 

BHATTACHARYA et al. (2001) desenvolveram uma solução analítica para a 

transferência de calor com termo fonte variável aplicada em varetas combustíveis de 

reatores nucleares, em que se utilizou o método das Funções de Green. O trabalho 

desses autores foi base para a elaboração da solução analítica pelo método da 

Transformada Integral desenvolvida na seção 3.1, sendo essa a primeira modelagem 

desta dissertação para o cálculo da distribuição de temperatura na vareta combustível.  

Em ordem de estudar o problema de transferência de calor por condução 

transiente, BHATTACHARYA et al. (2001) trataram o problema térmico apenas na 

direção radial. Na abordagem feita por esses autores, assume-se que a espessura do 

material de revestimento é muito pequena em relação ao raio do material combustível, 

e então, o revestimento não possui um raio determinado, ele é apenas uma posição 

radial (parede do cilindro). Evidentemente, nesta abordagem não foi considerada a 
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região conhecida como “gap”. A condutividade térmica, massa específica e o calor 

específico do combustível foram tratados como independentes da temperatura. 

Uma das grandes contribuições da solução analítica desenvolvida no trabalho de 

BHATTACHARYA et al. (2001) é que para qualquer tipo de variação do termo fonte 

de calor (em função do tempo e/ou espaço), a distribuição de temperatura pode ser 

obtida. Consequentemente, o tempo crítico pode ser estimado. Ademais, a influência 

do número de Biot no problema térmico do reator nuclear também é investigado pelos 

autores. 

ANNAFI et al. (2014) fizeram uma análise por diferenças finitas do perfil de 

temperatura transiente em um específico elemento combustível, denominado 

GHARR-1, onde as varetas combustíveis, assim como é visto nesta dissertação, 

possuem formatos cilíndricos. A fim de determinar a distribuição de temperatura 

transiente no GHARR-1 após o desligamento do reator, devido à um acidente de 

inserção de reatividade, os algoritmos da solução foram desenvolvidos e 

implementados no software MATLAB. 

De acordo com ANNAFI et al. (2014), o GHARR-1 é um reator de pesquisa de 

baixa potência, com resfriamento por convecção natural, que emprega urânio 

enriquecido como combustível e água leve como moderador de nêutrons e fluido 

refrigerante. 

ANNAFI et al. (2014) consideraram o poder da fissão residual do combustível e o 

decaimento dos produtos da fissões nucleares já ocorridas, como termo fonte de calor 

variável para o problema de condução transiente. Equivalente ao que é feito nesta 

dissertação, os autores citados consideram o perfil de temperatura em regime 

permanente como a condição inicial antes do desligamento do reator. Na análise 

térmica, a equação da condução foi considerada tanto no material combustível 

(urânio), quanto no material de revestimento, sendo que neste não há termo fonte. A 

região conhecida como “gap” foi negligenciada na análise, e portanto nenhum gás foi 

considerado na interface entre o combustível e o revestimento.  A condutividade 

térmica, massa específica e o calor específico das pastilhas combustíveis e do 

material de revestimento foram tratadas como dependentes da temperatura na análise 

transiente. Tanto a solução em regime permanente, quanto a transiente, foram obtidas 

numericamente pela técnica das diferenças finitas. 
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ESKANDARI et al. (2012) fizeram um estudo térmico em elementos combustíveis 

nucleares. Eles utilizaram o software ABAQUS, que é baseado no método dos 

elementos finitos, para estudar as mudanças na temperatura e no fluxo de calor na 

vareta combustível. Esta foi dividida em uma série de elementos, onde foram 

investigadas as mudanças em cada um desses. Nesta abordagem, a condutividade 

térmica depende da temperatura, e como essa varia em cada ponto nodal, cada 

elemento possui uma condutividade térmica diferente. O trabalho investigou uma 

distribuição de temperatura para cada ponto nodal e finalmente, representou uma 

expressão geral para as mudanças de temperatura e fluxo de calor na direção radial 

do cilindro.   

BLAIR & SELANDER (1972) investigaram o problema térmico de condução de 

calor em elementos combustíveis sob uma abordagem diferente da vista nesta 

dissertação. Enquanto essa analisa o problema transiente de condução de calor 

devido à um termo fonte de calor variável, ocasionado por um fluxo descontrolado de 

nêutrons, o trabalho dos autores supracitados apresenta uma análise para a 

temperatura transiente em um cilindro combustível, devido à um coeficiente de 

transferência de calor variável com o tempo.  

O trabalho de BLAIR & SELANDER (1972) mostra um outro problema prático de 

interesse no reator nuclear, que é determinar a temperatura transiente no cilindro 

quando o coeficiente de transferência de calor entre a vareta combustível e o fluido 

refrigerante varia com o tempo. Tal fato, ocorre devido à falha no sistema de 

bombeamento do refrigerante ou algum outro distúrbio no sistema de arrefecimento 

do núcleo do reator. Os autores apresentaram dois métodos numéricos para a 

resolução da equação da condução de calor unidimensional em coordenadas 

cilíndricas, submetida à uma condição inicial de função prescrita (solução do problema 

em regime permanente, por exemplo) e à um resfriamento por convecção forçada, 

com coeficiente de transferência de calor variando com o tempo, sendo esse dado por 

uma função prescrita arbitrariamente.  

AN et al. (2014) fizeram uma análise térmica do processo de fusão em uma vareta 

combustível nuclear. Baseado no fato de que o derretimento das barras de 

combustível é uma questão crucial que deve ser abordada no problema térmico de 

acidentes em reatores nucleares, o trabalho dos autores supraditos possui o objetivo 

de desenvolver um modelo matemático e realizar simulações numéricas de condução 
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de calor unidimensional com mudança de fase na vareta combustível, incluindo duas 

regiões: pastilha combustível (dióxido de urânio) e o revestimento (liga de zircônio). 

Para solucionar o problema, utilizou-se o método da entalpia, com discretização da 

equação por diferenças finitas. Vale ressaltar, que a região conhecida como “gap” é 

levada em consideração.  

AN et al. (2014) dividiram a análise térmica transiente em quatro etapas diferentes: 

(1) fase transiente antes de qualquer derretimento; (2) fase do derretimento do 

revestimento; (3) fase transiente antes do derretimento da pastilha de urânio; (4) fase 

do derretimento da pastilha de urânio. Conforme feito na análise desta dissertação, 

inicialmente, antes de qualquer uma das etapas citadas anteriormente, o reator opera 

em regime permanente. Os autores analisaram os regimes transientes a partir da 

mudança do coeficiente de transferência de calor, o que simula um possível acidente 

nuclear devido à perda da capacidade do refrigerante em remover calor da vareta 

combustível.  

A condução de calor rege predominantemente o problema, então, AN et al. (2014) 

resolvem a equação da condução de calor para a modelagem da pastilha combustível, 

assim como para o revestimento, porém neste, a equação da condução é tratada sem 

geração de calor, conforme esperado. Para a região do gap, os autores consideraram 

a transferência de calor por convecção. Os resultados obtidos foram comparados com 

a solução de CHEN et al. (1976), em que se utilizou o modelo clássico dos parâmetros 

concentrados para a resolução transiente do problema na vareta combustível com 

mudança de fase.  

PONTEDEIRO et al. (2008) utilizaram o modelo dos parâmetros concentrados 

melhorado para análise térmica na vareta combustível. Segundo esses autores, a 

abordagem concentrada tem sido cada vez mais utilizada na análise termohidráulica 

em reatores nucleares. O principal objetivo do trabalho foi desenvolver uma 

formulação para o problema de condução de calor transiente com geração de calor 

na vareta combustível, através da análise por parâmetros concentrados melhorada, 

onde as propriedades termofísicas foram consideradas dependentes da temperatura.  

Assim como na maioria das análises vistas, os autores consideraram a equação 

da condução de calor unidimensional. O efeito do material de revestimento e do “gap” 

na condução de calor foi representado pelo coeficiente de transferência de calor 
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efetivo, que inclui a resistência térmica do revestimento, do gap e o coeficiente de 

transferência de calor entre o revestimento e o fluido refrigerante. 

No trabalho de PONTEDEIRO et al. (2008), a modelagem utilizando o conceito de 

parâmetros concentrados foi feita em todo o domínio da vareta combustível. Os 

resultados apresentados no trabalho citado mostraram que a formulação por 

parâmetros concentrados, pode ser uma metodologia de aproximação interessante 

para simular as temperaturas transientes no cilindro combustível, sendo assim, 

segundo os autores essa abordagem pode ser útil para o projeto, análise de 

segurança e simuladores de plantas de reatores nucleares.    

Devido aos bons resultados obtidos pela análise por parâmetros concentrados, 

principalmente para baixos coeficientes de transferência de calor, nesta dissertação é 

utilizado esta metodologia para tratar o problema térmico no material de revestimento. 

SU & COTTA (2001), REGIS et al. (2000), CHEN et al. (1979), GHIAASIAAN et al. 

(1985), também investigaram a transferência de calor em varetas combustíveis 

através do conceito de parâmetros concentrados. 

Nesta dissertação, as modelagens elaboradas foram avaliadas analiticamente 

pelo método da Transformada Integral. Este método é utilizado para solução de 

problemas não homogêneos, e será detalhado no capítulo seguinte. O método da 

Transformada Integral é elucidado em OZISIK (1993), sendo esta técnica consolidada 

em soluções de problemas termohidráulicos de engenharia, como visto em GUEDES 

E OZISIK (1992), COTTA et al. (2016), KNUPP et al. (2015), SOUZA et al. (2014), 

COTTA (2009), PRESGRAVE et al. (2009), SCOFANO NETO & GUEDES (1999), 

LEIROZ & COTTA (1993), COTTA & MIKHAILOV (1993). 

Em suma, foi visto nesta seção que a distribuição de temperatura transiente pode 

ser ocasionada por diversos fatores no reator nuclear. Nesta dissertação, tal fato é 

ocasionado pelo fluxo descontrolado de nêutrons, devido à falha no sistema de barras 

de controle, fazendo com que o termo fonte de calor passe a ser variável, em função 

do tempo e/ou espaço.   

Foi observado em diversos trabalhos que a análise térmica no material de 

revestimento é tratada por diferentes formas, sendo que em alguns casos o 

revestimento é apenas uma posição radial do cilindro, justificado pelo fato que o raio 

do elemento combustível é muito maior em relação ao raio do material de 

revestimento. Já em outras abordagens, é levado em conta a equação da condução 
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de calor sem termo fonte de calor para o material de revestimento. Também foi visto 

o caso em que todo o cilindro combustível foi modelado através da análise por 

parâmetros concentrados. Na primeira análise desta dissertação, o revestimento é 

tratado como apenas uma posição radial da vareta combustível. Nas duas 

modelagens seguintes são consideradas para a região do revestimento, a análise por 

parâmetros concentrados.  

Foi visto também nesta seção que não é unanimidade considerar a região 

conhecida como “gap” na análise térmica da vareta combustível. De fato, o raio do 

“gap” é extremamente pequeno, principalmente em relação ao raio do cilindro, o que 

justifica a simplificação por parte de muitos autores em não examinar está região na 

análise térmica. Todavia, é de interesse verificar a influência deste fator no problema 

térmico com base em dados concretos, portanto, a terceira modelagem leva em 

consideração o “gap”. Por fim, ao comparar as três soluções desenvolvidas será 

possível inferir acerca do comportamento térmico do material de revestimento e da 

região do “gap” no processo de geração de energia na vareta combustível. 

 

 

2.2 PROBLEMA DE TRANSFERÊNCIA DE CALOR INVERSO  

 

 

Os casos apresentados na seção anterior são conhecidos como problemas diretos 

de condução de calor, cujo principal objetivo é obter o campo de temperatura no sólido 

em questão, quando todas as características casuais do problema são especificadas, 

isto é, as condições de contorno, a condição inicial, as propriedades termofísicas e o 

termo de geração de energia.   

Por outro lado, o objetivo do problema inverso é estimar uma ou mais dessas 

características casuais que são desconhecidas, a partir do conhecimento da 

temperatura ou fluxo de calor medido em alguma seção apropriada do meio (SILVA 

NETO & MOURA NETO, 2005; OZISIK & ORLANDE, 2000; KURPISZ & NOWAK, 

1995).  

Segundo COLAÇO et al. (2006), problemas de otimização geralmente lidam com 

a minimização ou maximização de uma função objetivo específica, a fim de encontrar 

variáveis desejadas. Em geral, para solucionar problemas inversos, um método de 
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otimização minimiza uma função objetivo, dada por um somatório dos erros 

quadráticos entre os dados medidos e estimados (CALDEIRA et al., 2017). 

Em suma, no problema direto as causas são dadas e o efeito é determinado, 

enquanto que no problema inverso o efeito é dado e as causas são estimadas (ENGLE 

et al., 1996; OZISIK & ORLANDE, 2000; WOODBURY, 2002; COLAÇO et al., 2006). 

Segundo COLAÇO (1998), os problemas diretos são matematicamente 

classificados como bem postulados, ou seja, a sua solução deve existir, ser única e 

estável em relação aos dados de entrada. Em contrapartida, os problemas inversos 

são em gerais mal postulados, e a solução é de um modo geral suscetível à 

instabilidades devido à erros experimentais nos dados de entrada (ALIFANOV, 1994; 

OZISIK & ORLANDE, 2000; COLAÇO et al., 2006). 

Problemas inversos podem ser solucionados através de uma abordagem por 

estimação de parâmetro ou função. A segunda abordagem envolve a estimativa de 

uma função desconhecida, como por exemplo, a variação do termo fonte de calor no 

tempo e/ou espaço, sem nenhuma informação a priori de sua forma funcional. 

Todavia, se existe algum conhecimento da forma funcional, ou seja, se é sabido como 

a grandeza à ser determinada varia no tempo e/ou espaço, o problema inverso se 

reduz a estimação de coeficientes presentes na forma funcional conhecida 

previamente (COLAÇO et al., 2006; WOODBURY, 2002; DULIKRAVICH & MARTIN, 

1996).   Nesta dissertação, o problema inverso envolve a estimativa de parâmetros, já 

que há o conhecimento da forma funcional do termo de geração de energia no 

problema térmico da vareta combustível. 

Atualmente, a abordagem de problemas inversos é uma importante ferramenta 

prática de análise, tanto do ponto de vista matemático quanto da engenharia, com 

larga aplicabilidade nos diversos ramos desta. Em estudos térmicos, existe diversos 

trabalhos com aplicações tecnológicas relevantes.   

HUANG et al. (2016) utilizaram um método de problema inversos para estimar o 

termo fonte variável com o tempo em um fuso de alta velocidade. Os resultados 

mostraram que com apenas dois pontos de medição, o método proposto obteve 

resultados inversos acurados em relação à soluções exatas, mesmo com a presença 

de ruído nas medições. Os autores mostraram que a abordagem inversa pode ser 

usada em situações mais complexas, que envolvam por exemplo materiais diferentes. 

Outros problemas de transferência de calor inverso com o intuito de estimar o termo 
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fonte de calor também são vistos em SILVA NETO & OZISIK (1992), SILVA NETO & 

OZISIK (1993). 

CALDEIRA et al. (2016) estimaram a porosidade durante o processo de 

solidificação do TNT, através da técnica de problema inverso baseada na otimização 

por enxame de partículas (PSO), que é um dos métodos de solução utilizados nesta 

dissertação. O estudo dos referidos autores mostrou que as informações fornecidas 

podem ser usadas para planejar o processo de fabricação de munições altamente 

explosivas, a fim de evitar poros e vazios dentro do explosivo solidificado. Portanto, 

viu-se que a porosidade pode ser estimada usando a técnica de problema inverso.   

HAMILTON et al. (2014) utilizaram o método filtros de partículas a fim de estimar 

o coeficiente de transferência de calor dependente do tempo em um motor de 

combustão interna. Segundo os autores citados, a transferência de calor no cilindro é 

um dos principais fatores que influenciam a eficiência dos motores de combustão 

interna e as emissões de gases de escape. Logo, a análise inversa da transferência 

de calor no cilindro foi extremamente útil, pois é importante para a economia de 

combustível, assim como para a preservação ambiental.   

SOUZA et al. (2014) estudaram um interessante problema de transferência de 

calor com aplicação para área da medicina. Os autores tiveram o objetivo de 

estabelecer uma estimativa do coeficiente de perfusão sanguínea em tecidos 

cancerosos, utilizando técnicas de problemas inversos. O coeficiente de perfusão 

sanguínea foi modelado como um parâmetro constante ou em função da posição. 

Vários métodos de otimização foram utilizados e o problema da transferência de calor 

foi representado pela equação de Pennes. 

ORLANDE et al. (1997) resolveram um problema inverso que envolveu a 

estimação do coeficiente de transferência na superfície de uma placa, através do 

método do gradiente conjugado associado a uma equação adjunta. O estudo ilustra 

um processo real de refrigeração em máquinas de fundição. No trabalho dos autores 

citados, foram abordados os efeitos do número e localização dos sensores na solução 

do problema inverso. 

ALEKSEEV (1997) avaliou o fluxo de calor através de um problema inverso de 

otimização baseado em métodos de gradiente, onde em cada iteração a equação de 

calor é resolvida pelo método das diferenças finitas. Através do estudo do referido 

autor, discutiu-se a possibilidade da criação de sensores ópticos.    
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JURKOWSKI et al. (1997) estimaram a condutividade térmica de termoplásticos 

em diferentes faixas de temperaturas. SILVA et al. (1997) estimaram a difusividade 

térmica e a condutividade térmica de materiais não-metálicos.   

SU & SILVA NETO (2001) investigaram o problema inverso da transferência de 

calor por condução em varetas combustíveis de reatores nucleares. Os autores 

citados buscaram estimar o termo fonte de calor variável do combustível, similar ao 

objetivo do problema inverso desta dissertação. 

SU & SILVA NETO (2001) não consideraram a região do material de revestimento 

e do “gap” na solução do problema inverso, eles simplificaram estes fatores através 

do coeficiente de transferência de calor por convecção entre o fluido e o cilindro. Em 

contrapartida, no problema inverso desta dissertação será considerada a modelagem 

completa do conjunto da vareta combustível, que inclui tanto o revestimento quanto o 

“gap”. No trabalho de SU & SILVA NETO (2001) o problema inverso foi solucionado 

por estimativa de função, através do método do gradiente conjugado com problema 

adjunto.  

Para computar as medidas transientes de temperatura na vareta combustível, os 

autores supracitados geraram dados sintéticos com erros experimentais através da 

adição de erros randômicos às temperaturas exatas calculadas, similar ao que é feito 

nesta dissertação, por falta de dados reais de temperatura medidas na vareta 

combustível. Ademais, SU & SILVA NETO (2001) concluíram que a abordagem 

inversa é relevante e promissora, com grande aplicação tecnológica de problemas 

relevantes em termohidráulica de reatores nucleares. 

Nesta seção foram vistos vários trabalhos que apresentam a larga aplicabilidade 

do uso de problemas inversos, e que de fato, possibilitam resultados relevantes em 

diversas áreas da engenharia.  

Conforme mencionado na motivação deste trabalho, uma descrição precisa da 

distribuição de temperatura transiente na vareta combustível é essencial para prever 

o comportamento térmico em um reator nuclear em caso de um acidente. Portanto, se 

o termo fonte de calor variável é conhecido, determina-se o campo de temperatura 

transiente no elemento e também o tempo crítico. Logo, percebe-se a importância do 

problema inverso a fim de estimar o termo fonte de calor variável na análise térmica 

da vareta combustível.  
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3 MODELAGENS PROPOSTAS E SEUS FUNDAMENTOS  

 

 

Este capítulo discorre acerca das modelagens desenvolvidas para a vareta 

combustível. Primeiramente é visto uma modelagem apenas para a região do 

combustível, em seguida, uma segunda solução acrescida pela região do material de 

revestimento, e por fim, uma modelagem completa do conjunto (combustível, 

revestimento e “gap”).  

 

 

3.1 PRIMEIRA MODELAGEM – REGIÃO DO COMBUSTÍVEL 

 

 

Esta seção apresenta a solução analítica desenvolvida para o problema térmico 

transiente na vareta combustível com termo fonte de calor variável. A modelagem é 

similar a elaborada por BHATTACHARYA et al. (2001), entretanto os referidos autores 

utilizaram as funções de Green para solucionar a equação da condução de calor, 

submetida às condições de contorno e a condição inicial, já neste trabalho é utilizado 

o Método da Transformada Integral.  

A FIG. 3.1 ilustra o domínio considerado na análise térmica apresentada nessa 

primeira modelagem. Assume-se que a espessura do material de revestimento é muito 

pequena em relação ao raio do material combustível, e então o revestimento é apenas 

uma posição radial (superfície do cilindro).  

 

FIG. 3.1 Problema unidimensional na vareta combustível para a primeira 

modelagem 
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As variações de temperatura na direção angular e axial do cilindro são 

desprezíveis, conforme aludido na explanação do problema físico no capítulo 1. Logo, 

a equação da condução de calor unidimensional transiente, com propriedades 

termofísicas constantes, em coordenadas cilíndricas, é dada por, 
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submetida às seguintes condições de contorno na direção radial: 
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Está implícito nas EQS. 3.2 e 3.3 o fato da vareta combustível ser tratada como 

um elemento sólido, que troca calor por convecção com o ambiente através do fluido 

refrigerante. Também é aparente na EQ. 3.3, a consideração que a troca de calor na 

interface de contato entre a pastilha combustível e o material de revestimento, na 

região denominada “gap”, assim como a condução no revestimento, são levadas em 

consideração no coeficiente de transferência de calor por convecção entre o cilindro 

e o refrigerante, como uma primeira aproximação a fim de se obter o perfil de 

temperatura transiente no elemento.  

A fim de adimensionalizar o problema, os seguintes parâmetros adimensionais são 

utilizados: 
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Substituindo os parâmetros adimensionais nas EQS. 3.1, 3.2 e 3.3, obtém-se o 

problema na forma adimensional: 
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Conforme discorrido na análise do problema físico no capítulo 1, enquanto o fluxo 

de nêutrons é constante, a operação é bem controlada no núcleo do reator, e então o 

termo fonte de calor volumétrico é constante e conhecido, sendo o estado de 

temperatura em regime permanente na vareta combustível. Ao resolver a equação da 

condução de calor, EQ. 3.9, mas com termo fonte constante (G*), submetida às 

condições de contorno, EQS. 3.10 e 3.11, em regime permanente, obtém-se a 

seguinte distribuição de temperatura adimensional: 

 

 
Bi

G
r

G
f

2
²1

4

**



        

 (3.12) 

 



43 
 

No evento de falha no sistema de barras de controle, o fluxo de nêutrons torna-se 

descontrolado, e o termo fonte passa a ser variável. As condições de contorno são as 

mesmas das EQS. 3.10 e 3.11, e a condição inicial é dada pela solução do problema 

em regime permanente, vista na EQ. 3.12. A equação de governo dada pela EQ. 3.9 

é não homogênea, devido ao termo de geração de calor, enquanto que as condições 

de contorno são homogêneas.  

A EQ. 3.9, junto com as condições de contorno, EQS. 3.10 e 3.11, submetida à 

distribuição de temperatura inicial, EQ. 3.12, define o problema em escrutínio. Este 

problema térmico transiente é solucionado analiticamente pelo método da 

Transformada Integral (OZISIK, 1993).  

Este método é baseado em uma expansão de autofunções, com o auxílio do 

problema regular de autovalores de Sturm-Liouville para a difusão de calor. O principal 

objetivo desta técnica é transformar o problema original em um conjunto de equações 

diferenciais ordinárias desacopladas, que podem ser resolvidas de uma maneira 

totalmente analítica devido à natureza particular do problema analisado. Neste ponto, 

é feita uma relação inversa para determinar a distribuição de temperatura original. Os 

detalhes da solução são apresentados a seguir. 

Deseja-se expressar a solução θf(r,t) em termos de uma expansão das 

autofunções, relacionadas ao problema homogêneo de autovalor no domínio 

considerado, em coordenadas cilíndricas.   
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Aplicando a propriedade de ortogonalidade das autofunções  rR m ,0  , obtém-se 

uma expressão geral para os coeficientes )(tAm : 
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Reescrevendo a EQ. 3.13, 

 



44 
 

 
  






1

0

1

0

0 ,),(
)(

,
),(

m

mf

m

m

f drrRtrr
N

rR
tr 




                                                       (3.15) 

 

O par da transformada integral em relação à variável r para a função θf(r,t), é dado 

por: 
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Após obter o par da transformada integral, busca-se transformar a equação 

diferencial parcial, EQ. (3.9), em equação diferencial ordinária, conforme OZISIK 

(1993).  A equação diferencial ordinária obtida é dada por: 
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onde a condição inicial transformada é: 
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A solução formal para o sistema de equações diferencias ordinárias, visto nas 

EQS. 3.18 e 3.19, é dada por: 
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Aplicando-se a fórmula da inversa da transformada, EQ. 3.17, obtém-se a solução 

para o perfil de temperatura adimensional na vareta combustível, dada por, 
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onde os autovalores m  são dados pelas raízes positivas da equação transcendental, 

EQ. 3.22. A fim de resolver esta e obter os autovalores, foi utilizado um esquema 

numérico do tipo Newton-Raphson (GILAT, 2008). 

 

)()( 01 mmm BiJJ    (3.22) 

 

R0(βm) e 1/N(βm) são respectivamente, as autofunções e o inverso da norma do 

problema regular de autovalores de Sturm-Liouville, em coordenadas cilíndricas. 
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Substituindo as EQS. 3.23 e 3.24 na EQ. 3.21, e resolvendo a primeira integral do 

lado direito da equação, a solução do problema pode ser reescrita como: 
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Observa-se então, que para qualquer tipo de variação do termo fonte com relação 

à r e t, a integral dupla da equação acima pode ser avaliada, e posteriormente, o perfil 

de temperatura na vareta combustível é obtido. BHATTACHARYA et al. (2001) 
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propuseram dois tipos de variações para o termo fonte G’, e a partir desses, o perfil 

de temperatura é avaliado resolvendo analiticamente a integral dupla da EQ. 3.25. 
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Caso 2: tc
erGG 3²' *  
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As soluções obtidas analiticamente para os casos 1 e 2, através do método da 

Transformada Integral, foram iguais às obtidas por BHATTACHARYA et al. (2001) 

pela técnica das Funções de Green, conforme esperado, já que ambos os métodos 

são baseados em uma expansão de autofunções. Vale ressaltar que a condição inicial 

do problema, dada pela EQ. 3.12, é função da posição radial, do termo de geração 

uniforme conhecido (G*) e do número de Biot. Logo, independentemente da variação 

proposta para o termo fonte de calor G’, a condição inicial é sempre a mesma.  

Este trabalho propõe duas novas variações para o termo fonte de calor variável 

G’, expressados nos casos 3 e 4, e a partir desses, o perfil de temperatura na vareta 

combustível é avaliado resolvendo analiticamente a integral dupla da EQ. 3.25. Na 

análise dos resultados, capítulo 5, será discutido a interpretação física acerca de cada 

caso proposto no problema térmico da vareta combustível. 
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Caso 3: )1(' 1

* tcGG   

     

      

 
 
 

 
 
 


























































1

1
1

0

0*

1 0

0*

11
²²

1

²²²
2

²²²
2),(

2

2

m m

t

mm

m

mm

m

t

m

m

mm

f

c
etc

J

rJ

Bi

Bi
G

e
J

rJ

Bi

Bi
Gtr

m

m


















 (3.28) 

 

Caso 4: tc
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3.2 SEGUNDA MODELAGEM – REGIÃO DO COMBUSTÍVEL E REVESTIMENTO  

 

 

Esta seção apresenta a solução analítico-numérica para a região do combustível 

e do revestimento. O problema térmico no material de revestimento foi examinado 

através da análise por parâmetros concentrados, e utilizou o método da Transformada 

Integral para solucionar analiticamente a modelagem desenvolvida, e posteriormente, 

o sistema de equações diferenciais ordinárias resultante foi avaliado numericamente.  

A essência da transferência de calor por condução pela técnica concentrada é a 

hipótese que a temperatura no sólido é uniforme no espaço, em qualquer instante 

durante o transiente. A abordagem clássica por parâmetros concentrados (OZISIK, 

1993; INCROPERA et al., 2008) é largamente difundida na literatura, e maiores 

detalhes sobre este tema são apresentados no apêndice 1.   

A região conhecida como “gap” não é levada em consideração nesta formulação, 

o que faz com que o raio do combustível seja o mesmo que o raio da superfície interna 
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do revestimento, conforme visto na FIG. 3.2, que mostra o problema unidimensional 

na vareta combustível para a análise em questão.  

 

 

FIG. 3.2 Problema unidimensional na vareta combustível para a segunda 

modelagem 

 

O problema começa a ser modelado a partir das seguintes relações: 
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        E mais uma equação diferencial ordinária para a distribuição de temperatura no 

material de revestimento (Rci≤r’≤Rco) e sua condição inicial, obtida pela análise 

concentrada.  

Para a região do combustível, onde há geração de calor, a condução de calor 

unidimensional transiente é dada pela EQ. 3.30. A EQ. 3.31 representa a condição 

inicial, onde a função f(r’) será obtida nos passos seguintes. A condição de contorno, 

EQ 3.32, mostra a condição de simetria no centro da pastilha de urânio (combustível). 

Já para a região do material de revestimento, Rci≤r’≤Rco, uma equação diferencial 

ordinária será desenvolvida através da análise concentrada. 
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3.2.1 ESTADO INICIAL EM REGIME PERMANENTE  

 

 

Como o termo fonte de calor é constante em regime permanente, pode-se 

empregar a familiar análise por resistência térmica para encontrar a distribuição de 

temperatura na vareta combustível.  

 

 

FIG.  3.3 Circuito térmico entre o material de revestimento e refrigerante 

 

Sabe-se que:  
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onde Rc é o raio do revestimento, e  é a altura da vareta combustível, Aext e Aint são 

respectivamente, as áreas de troca de calor da parte externa e interna do material de 

revestimento. A partir da FIG. 3.3, a resistência térmica do material de revestimento e 

da convecção são respectivamente,  
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A taxa de transferência de calor por condução na pastilha combustível de urânio 

é dada pela geração de calor no mesmo, ocasionado pela fissão nuclear. Logo, pode-

se escrever a seguinte relação, 
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em que G é o termo fonte volumétrico constante. Desprezando a resistência de 

contato entre o urânio e o revestimento, da análise do circuito térmico, FIG. 3.3, tem-

se que, 
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mas como o raio do material de revestimento é muito menor que o raio do combustível 

(Rc<<Rci), a seguinte relação pode ser feita: 
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Substituindo as EQS. 3.36 e 3.39 na EQ. 3.38, obtém-se a temperatura em Rci: 
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Mas também, do circuito térmico sabe-se que: 
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e então, substituindo as EQS. 3.35 e 3.36 na EQ. 3.41, obtém-se a temperatura em 

Rco. 
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Pela análise por parâmetros concentrados é esperado que a temperatura em toda 

a região do material revestimento seja uniforme, logo: 
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onde a condição vista na EQ. 3.43 deve ser atendida na solução proposta. Então, para 

o material de revestimento a condição inicial é dada por: 
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A distribuição de temperatura inicial para o combustível é obtida a partir da solução 

da equação de calor unidimensional, em regime permanente com termo fonte de 

geração uniforme, vista na EQ. 3.45, 
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submetida às seguintes condições de contorno: 
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Observa-se que a condição de contorno, EQ. 3.47, foi obtida pela análise do 

circuito térmico entre o material de revestimento e o refrigerante. Através de uma dupla 

integração em relação à coordenada espacial na EQ. 3.45, e aplicando as condições 

de contorno, EQS. 3.46 e 3.47, obtém-se a distribuição de temperatura inicial para a 

região do combustível, sendo essa dada por: 
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3.2.2 BALANÇO DE ENERGIA NO MATERIAL DE REVESTIMENTO  

 

 

O balanço de energia no material de revestimento para a análise concentrada é 

dado por: 
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Na EQ. 3.49, o lado esquerdo da igualdade representa a taxa de aumento da 

energia interna do material de revestimento, o primeiro termo do lado direito mostra a 

energia que entra no material de revestimento por condução, vinda do combustível, e 

o termo restante é referente a energia trocada por convecção pelo material de 

revestimento com o ambiente pelo refrigerante.  

Para o cálculo do volume do material de revestimento, tem-se que, 
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mas 2RciRc é muito maior que Rc
2 (2Rci Rc >> Rc

2), logo o volume do material de 

revestimento pode ser reescrito como, 
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substituindo Vc, Aext e Aint no balanço de energia, EQ. 3.49, obtém-se a equação 

diferencial que rege a temperatura no material de revestimento, 
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submetida à condição inicial, EQ. 3.44. 

 

 

3.2.3 FORMULAÇÃO FINAL DIMENSIONAL DO PROBLEMA  

 

 

A partir da modelagem desenvolvida, obteve-se a formulação final dimensional: 
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3.2.4 ADIMENSIONALIZAÇÃO  

 

 

Em geral, o procedimento de adimensionalizar as equações é oportuno, já que 

diminui o número de incógnitas que governam o problema sem acarretar perda de 

informação no mesmo. Além disso, este procedimento ajuda compreender melhor o 

significado físico de cada termo presente nas equações do problema formulado.  

A fim de adimensionalizar a formulação final do problema, EQS. 3.53 à 3.57, os 

seguintes parâmetros adimensionais são utilizados: 
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Ao substituir os parâmetros adimensionais nas EQS. 3.53 à 3.57, obtém-se a 

formulação final adimensional do problema: 
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Lembra-se que da análise por parâmetros concentrados: 
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Em suma, a EQ. 3.67 representa a condução de calor no elemento combustível, 

submetida à condição inicial, EQ. 3.68, e à condição de contorno de simetria, EQ. 

3.69. Evidentemente, a equação diferencial parcial, EQ. 3.67, necessita de duas 

condições de contorno em relação ao espaço. Como o contorno em r=0 já foi 

especificado, precisa-se obter informação em r=1, a fim de solucioná-la. Note que esta 

informação está contida na EQ. 3.70, que rege o comportamento da temperatura no 

material de revestimento. Tal fato faz com que as soluções para a temperatura 

transiente nas duas regiões (combustível e revestimento) estejam acopladas. A EQ. 

3.71 representa a condição inicial no material de revestimento. 

 

 

3.2.5 SOLUÇÃO PELA TRANSFORMADA INTEGRAL  

 

 

O problema formulado, EQS. 3.67 à 3.71, será resolvido pelo método da 

Transformada Integral. Conforme supracitado, neste método procura-se expressar a 

solução θf(r,t) em termos de uma expansão das autofunções, relacionadas ao 

problema homogêneo de autovalor de Sturm-Liouville no domínio considerado:  
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Aplicando a propriedade de ortogonalidade das autofunções  rR m ,0  , obtém-se 

uma expressão geral para os coeficientes )(tAm : 
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Reescrevendo a EQ. (3.73), 
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O par da transformada integral em relação à variável r para a função θf(r,t), é dado 

por: 
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“Inversa”    (3.77) 

 

Após obter o par da transformada integral, busca-se transformar a equação 

diferencial parcial, EQ. 3.67, em equação diferencial ordinária, conforme OZISIK 

(1993).  Na verdade, obtém-se várias equações diferencias ordinárias, que estão 

relacionadas com a quantidade de autovalores à serem considerados na análise, 

conforme pode ser visto na EQ. 3.78, 
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submetidas às condições iniciais transformadas, 
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e acoplado com, 
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onde a equação diferencial ordinária, EQ. 3.80, é submetida à condição inicial, EQ. 

3.71. Algumas incógnitas que aparecem nas relações anteriores são dadas por, 
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sendo que os autovalores m  são dados pelas raízes positivas da equação 

transcendental, EQ. 3.84. A fim de resolver esta e obter os autovalores, foi utilizado 

um esquema numérico do tipo Newton-Raphson (GILAT, 2008). 

 

)()( 01 mmm BiJJ     (3.84) 

 

R0(βm) e 1/N1/2(βm) são respectivamente, as autofunções e o inverso da raiz 

quadrada da norma do problema regular de autovalores de Sturm-Liouville, em 

coordenadas cilíndricas, 
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Em resumo, para obter a distribuição de temperatura transiente no combustível, 

precisa-se resolver as EDO’s expressadas na EQ. 3.78 submetidas às condições 

iniciais transformadas, EQ. 3.79, e posteriormente, utilizar a fórmula de inversão, 

explicitada na EQ. 3.77. Todavia, o sistema de EDO’s, EQ. 3.78, apresenta uma 

incógnita que é a distribuição de temperatura no material de revestimento, sendo que 

essa é obtida pela solução da EDO vista na EQ. 3.80, submetida à condição inicial, 

EQ. 3.71. Portanto, a análise térmica na vareta combustível está acoplada através 

dessas relações supracitadas, sendo este um problema do tipo: 
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     Ao truncar um valor para M e N, é possível reescrever as equações diferenciais 

ordinárias, EQS. 3.78 e 3.80, na fórmula matricial, como mostrado na EQ. 3.88. A EQ. 

3.89 representa a matriz das condições iniciais. Observa-se que ao truncar M e N, a 

quantidade de equações do sistema matricial será sempre uma a mais que o valor 

truncado para estes parâmetros, devido ao acoplamento com a EDO que rege o 

comportamento térmico do material de revestimento, EQ. 3.80. Tal fato é ilustrado nas 

EQS. 3.88 e 3.89, onde o valor truncado para M e N foi igual à 3. 
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)(tGm , nf  e )(tg  são dados respectivamente, pelas EQS. 3.81, 3.82 e 3.83. Na EQ. 

3.88, a primeira matriz do lado esquerdo da igualdade (matriz C), possui os elementos 

da diagonal principal iguais à 1, exceto o último elemento desta, que é igual à με. A 

última linha desta matriz é dada por nf , onde n é a respectiva coluna em que o 
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elemento se encontra, exceto para o último termo da linha, que como já mencionado 

é igual à με. A última coluna desta matriz é dada por   






)(

1,
2/1

0

m

m

N

R , onde m é a respectiva 

linha em que o elemento se encontra, exceto para o último termo da coluna. Todos os 

outros elementos da matriz C são nulos. O vetor coluna de derivadas da temperatura 

{θ’} é dado por 
𝑑𝜃𝑚

𝑑𝑡
, onde m é a respectiva linha em que o elemento se encontra, exceto 

para o último termo da coluna, que é dado por 
𝑑𝜃𝑐

𝑑𝑡
. 

A matriz diagonal (D) possui os elementos da diagonal principal iguais à 𝛽𝑚², onde 

m é a respectiva linha em que este elemento se encontra, exceto para o último termo, 

que é igual à Bi. O vetor coluna de temperaturas {θ} é dado por 𝜃𝑚, onde m é a 

respectiva linha em que o elemento se encontra, exceto para o último termo da coluna, 

que é dado por 𝜃𝑐. O vetor coluna H é dado por 𝐺𝑚(𝑡), exceto para o último termo que 

é igual −𝑔(𝑡).   

A matriz (E) que representa a condição inicial, possui elementos dados por )0(m , 

onde m é a respectiva linha em que o elemento se encontra, exceto para o último 

termo da coluna, que é dado por 𝜃𝑐(0), que é a condição inicial da região do material 

de revestimento.  

A fim de obter o campo de temperatura transiente na vareta combustível, o 

sistema matricial descrito anteriormente foi avaliado numericamente no MATLAB, 

onde os detalhes da solução são apresentados no apêndice 2. 
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3.3 TERCEIRA MODELAGEM – CONJUNTO COMPLETO (COMBUSTÍVEL, 

REVESTIMENTO E GAP)  

 

 

Esta seção apresenta a terceira modelagem proposta para o problema térmico 

em escrutínio, onde engloba-se o conjunto completo da vareta, com as regiões do 

combustível, “gap” e revestimento. A solução desenvolvida nesta seção é similar à 

apresentada na seção 3.2. Para a região do combustível tem-se a equação da 

condução com termo fonte de calor e para o material de revestimento, a análise por 

parâmetros concentrados (apêndice 1).  

Já para a região do gap tem-se um coeficiente de transferência de calor, hg, a 

fim de considerar a resistência térmica entre a região do material combustível e do 

revestimento (SU & COTTA, 2001; REGIS et al., 2000; CHEN et al., 1979). O problema 

unidimensional para o conjunto completo da vareta combustível é visto na FIG. 1.4. 

Novamente, uma solução analítico-numérica é desenvolvida. O método da 

Transformada Integral solucionou analiticamente o modelo, e seguidamente, o 

sistema de equações diferenciais ordinárias resultante foi avaliado numericamente.    

O problema físico começa a ser modelado a partir das seguintes relações: 
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      E mais uma equação diferencial ordinária para a distribuição de temperatura no 

material de revestimento, Rci≤r’≤Rco, e sua condição inicial, obtida pela análise 

concentrada.  

Para a região do combustível, onde há geração de calor, a condução de calor 

unidimensional transiente é dada pela EQ. 3.90, submetida à condição inicial, EQ. 

3.91. A condição de contorno, EQ. 3.92, mostra a condição de simetria no centro do 

combustível. Já a condição de contorno, EQ. 3.93, representa o fluxo de calor na 

região do gap. Observe que esse é função da temperatura na parede interna do 

revestimento, o que faz com que as soluções para as regiões do combustível e do 

material de revestimento estejam acopladas. O comportamento térmico na região do 

revestimento é obtido através da equação diferencial ordinária pela análise 

concentrada, em Rci≤r’≤Rco. 

 

 

3.3.1 ESTADO INICIAL EM REGIME PERMANENTE  

 

 

Em regime permanente o termo fonte de calor é constante e conhecido, portanto, 

pode-se empregar a familiar análise por resistência térmica para encontrar a 

distribuição de temperatura na vareta combustível.  

 

 

FIG.  3.4 Circuito térmico entre o “gap” e o fluido refrigerante 

 

Sabe-se que:  
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onde Rg e Rc são respectivamente, o raio do “gap” e do material de revestimento, e  é 

a altura da vareta combustível, Aext e Aint são respectivamente, as áreas de troca de 

calor da parte externa e interna do material de revestimento, A(r’=Rf) é a área de troca 

de calor da parede do material combustível. A partir da FIG. 3.4, a resistência térmica 

do “gap”, do material de revestimento e da convecção para o ambiente são dadas 

respectivamente, 
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Novamente, a taxa de transferência de calor por condução na pastilha combustível 

de urânio é dada pela geração de calor no mesmo, ocasionado pela fissão nuclear. 

Logo, pode-se escrever a seguinte relação: 
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em que G é o termo fonte volumétrico constante. A partir da FIG. 3.4, tem-se que, 
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mas como Rc<<Rci, a seguinte relação pode ser feita: 
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Substituindo as EQS. 3.98 e 3.101 na EQ. 3.100, obtém-se a temperatura em Rf, 
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também do circuito térmico sabe-se que, 
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então, substituindo as EQS. 3.96, 3.97 e 3.98 na EQ. 3.103, obtém-se a temperatura 

em Rci, 
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e também sabe-se que, 
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substituindo as EQS. 3.97 e 3.98 na EQ. 3.105, obtém-se a temperatura em Rco: 
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Pela análise por parâmetros concentrados é esperado que a temperatura em toda 

a região do material revestimento seja uniforme, logo:  

 

        

1
)(

)(

1
)()(









c

c

cci

ci

c

c

ccicci

c

coci

k

hR

RR

R

k

hR

RRhkR

R
RTRT

                                      (3.107) 

 

onde a condição vista na EQ. 3.107 deve ser atendida na solução proposta. Então, 

para o material de revestimento a condição inicial é dada por: 

 

        )()()0( cocic RTRTT                                                                     (3.108)                                

  

A distribuição de temperatura inicial para o combustível é obtida a partir da solução 

da equação de calor unidimensional em regime permanente com termo fonte de 

geração constante, vista na EQ. 3.109: 
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submetida à condição de simetria no centro do cilindro e a EQ. 3.102 na parede do 

combustível. Na EQ. 3.102, o termo Rc/RciKc pode ser desprezado, como visto na EQ 

3.107. Através de uma dupla integração em relação à coordenada espacial na EQ. 
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3.109, e ao aplicar as condições de contorno mencionadas, obtém-se a distribuição 

de temperatura inicial para a região do combustível, sendo essa dada por: 
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  (3.110)                                                

  

 

3.3.2 BALANÇO DE ENERGIA NO MATERIAL DE REVESTIMENTO  

 

 

O balanço de energia no material de revestimento para a análise concentrada é 

dado por: 
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Na EQ. 3.111, o lado esquerdo da igualdade representa a taxa de aumento da 

energia interna do material de revestimento, o primeiro termo do lado direito mostra a 

energia que entra no material de revestimento vinda do “gap”, e o termo restante é 

referente a energia que sai por convecção do material de revestimento para o 

ambiente pelo refrigerante.  

Conforme já discutido na modelagem anterior, o volume do material de 

revestimento é dado por: 
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Substituindo Vc, Aext e Aint no balanço de energia, EQ. 3.111, obtém-se a equação 

diferencial que rege a temperatura no material de revestimento: 
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submetida à condição inicial, EQ. (3.108). 

 

 

3.3.3 FORMULAÇÃO FINAL DIMENSIONAL DO PROBLEMA  

 

 

A partir da modelagem desenvolvida, obteve-se a formulação final dimensional: 

 

 
f

ff

f k

trg

r

T
r

rrt

T )','(

'
'

''

1

'

1


























                                 

0'

'0





t

Rr f      (3.114) 

 

 
   














































 

222

'
1

.4

.

.

1

).(

1

2

.
)0,'(

ff

f

fgcci

f

f
R

r

k

RG

RhRRh

RG
TrT      fRr  '0  

 (3.115) 

 
0

'

)0,'(






r

tT f

                                                                 

0't  (3.116) 

 

  0)'()'(
'

)','(





 tTRrTh

r

RrtT
k cffg

ff

f

 

                 0't                               (3.117) 

                                                                                         

   


 TtT
R

RR
htTtRrTh

dt

dT
Rc c

ci

cci
cffg

c
cpc c

)()()','(
'

       0't   (3.118) 

                                                                                                  coci RrR  '  

 
).(.2

.
)0(

2

cci

f

c
RRh

RG
TT


                              0't   ; coci RrR  '                     (3.119) 

                                                                            

 

3.3.4 ADIMENSIONALIZAÇÃO  

 

 

A fim de adimensionalizar a formulação final, EQS. 3.114 à 3.119, novamente 

utiliza-se os conhecidos parâmetros adimensionais: 
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Observa-se que nesta modelagem surgiu um novo parâmetro adimensional, 

denominado número de Biot do gap, visto na EQ. 3.127. Ao substituir os parâmetros 
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adimensionais no problema formulado, obtém-se o mesmo na forma final 

adimensional: 
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Em suma, a EQ. 3.130 representa a condução de calor no elemento combustível, 

submetido à condição inicial, EQ. 3.131 e à condição de contorno de simetria, EQ. 

3.132. Como o contorno em r=0 já foi especificado, precisa-se obter informação em 

r=1. Esta informação está contida na EQ. 3.133, que rege o comportamento da 

temperatura no material de revestimento. Tal fato, faz com que as soluções para a 

temperatura transiente nas duas regiões (combustível e revestimento) estejam 

acopladas. A EQ. 3.134 representa a condição inicial no material de revestimento.  

 

 

3.3.5 SOLUÇÃO PELA TRANSFORMADA INTEGRAL  

 

 

Nota-se que o problema final, EQS. 3.130 à 3.134, é similar ao formulado pela 

segunda modelagem (seção 3.2), e que foi solucionado analiticamente pelo método 
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da Transformada Integral, porém nessa terceira modelagem aparece os efeitos da 

região do gap na formulação. Como o procedimento para tratar o problema 

analiticamente através da Transformada Integral é idêntico, é dispensável a 

apresentação dos passos iniciais desta técnica novamente.  

O sistema de equações diferenciais obtido pelo método da Transformada Integral 

é dado por:   

 

 





























































 





)(.
.

)(
)(

.11,)()(
)(

1

0

2
t

BiBi

BiBi
tg

dt

td
f

BiBi

Bi
RtGt

dt

td
c

g

g

n

n

n

g

mmmm

m 





      

 (3.135) 

 

submetido às condições iniciais transformadas, 
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e acoplado com, 
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 (3.137) 

 

onde a EDO vista na EQ. 3.137 é submetida à condição inicial, EQ. 3.134. Algumas 

incógnitas que aparecem nas relações anteriores são dadas por, 

 

  drtrGrRrtG mm ),(',)( 0

1

0

  (3.138) 

 

 drrRr
N

f n

n

n ,
)(

1
0

1

0


   (3.139) 

 



71 
 

      drtrGrtg ),(')(
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os autovalores m  são dados pelas raízes positivas da equação transcendental, EQ. 

3.141. A fim de resolver esta e obter os autovalores, foi utilizado um esquema 

numérico do tipo Newton-Raphson (Gilat, 2008).
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R0(βm) e 1/N(βm) são respectivamente, as autofunções e o inverso da norma do 

problema regular de autovalores de Sturm-Liouville em coordenadas cilíndricas: 

 

   rJrR mm  00 ,   (3.142) 

   

     

































22

0 .
²

²

)(

2

)(

1

BiBi

BiBiJN

g

g

m

m

mm






 (3.143) 

 

Assim como visto na modelagem anterior (seção 3.2), para obter a distribuição de 

temperatura transiente no combustível, precisa-se resolver as EDO’s expressadas na 

EQ. 3.135, submetidas às condições iniciais transformadas, EQ. 3.136, e 

posteriormente, utilizar a fórmula de inversão da transformada integral, vista na EQ. 

3.17. Entretanto, o sistema de EDO’s, EQ. 3.135, está acoplado com a EDO vista na 

EQ. 3.137, submetida à condição inicial, EQ 3.134. Novamente, o problema a ser 

resolvido é do tipo, 
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entretanto, os coeficientes das matrizes são diferentes, pois os efeitos do “gap” foram 

considerados na análise térmica. Similar ao que foi feito na modelagem anterior, o 

problema é reescrito na fórmula matricial: 
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                                                                      =                                                                          

                                                                          

[
 
 
 
 𝐺1(𝑡)

𝐺2(𝑡)

𝐺3(𝑡)

− . 𝑔(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]
 
 
 
 

                                                  (3.145) 
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 𝜃1(0)

𝜃2(0)

𝜃3(0)
𝜃𝑐(0)]

 
 
 
 

=
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1

0



  drrrRr f )0,(,30

1
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2

*

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       (3.146) 

 

onde os parâmetros auxiliares presentes nos coeficientes das matrizes [C] e [D], são 

dados por: 

 

    
BiBi

Bi

g 
1                 (3.147) 
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     Ϙ
BiBi

Bi

g

g


                  (3.148) 

 

     ϔ
BiBi

BiBi

g

g




.
                (3.149) 

 

)(tGm , nf , )(tg  são dados respectivamente, pelas EQS. 3.138, 3.139 e 3.140. Na 

EQ. 3.145, a primeira matriz do lado esquerdo da igualdade (matriz C), possui os 

elementos da diagonal principal iguais à 1, exceto o último elemento desta, que é igual 

à Ϙ.μ.ε. A última linha desta matriz é dada por  . nf , onde n é a respectiva coluna em 

que o elemento se encontra, exceto para o último termo da linha, que como 

supracitado é igual à Ϙ.μ.ε. A última coluna desta matriz é dada por    1,0 mR Ϙ, onde 

m é a respectiva linha em que o elemento se encontra, exceto para o último termo da 

coluna. Todos os outros elementos da matriz C são nulos. O vetor coluna de derivadas 

da temperatura {θ’} é dado por 
𝑑𝜃𝑚

𝑑𝑡
, onde m é a respectiva linha em que o elemento 

se encontra, exceto para o último termo da coluna, que é dado por 
𝑑𝜃𝑐

𝑑𝑡
. 

A matriz diagonal (D) possui os elementos da diagonal principal iguais à 𝛽𝑚², onde 

m é a respectiva linha em que este elemento se encontra, exceto para o último termo, 

que é igual à ϔ. O vetor coluna de temperaturas {θ} é dado por 𝜃𝑚, onde m é a 

respectiva linha em que o elemento se encontra, exceto para o último termo da coluna, 

que é dado por 𝜃𝑐. O vetor coluna H é dado por 𝐺𝑚(𝑡), exceto para o último termo que 

é igual −𝑔(𝑡) .   

A matriz (E) que representa a condição inicial, possui elementos dados por )0(m , 

onde m é a respectiva linha em que o elemento se encontra, exceto para o último 

termo da coluna, que é dado por 𝜃𝑐(0), que é a condição inicial da região do material 

de revestimento.  

Novamente, para obter o campo de temperatura transiente na vareta combustível, 

o sistema matricial descrito anteriormente foi avaliado numericamente no MATLAB, 

onde os detalhes da solução são apresentados no apêndice 2. 
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3.3.6 SOLUÇÃO APRESENTADA POR AN et al. (2014) 

 

 

Conforme discorrido na revisão bibliográfica da condução de calor em varetas 

combustíveis, seção 2.1, AN et al. (2014) investigaram o processo de fusão em uma 

vareta combustível nuclear. Os referidos autores solucionaram o problema formulado 

pelo método da entalpia, com a discretização das equações por diferenças finitas. Os 

autores consideraram o conjunto completo da vareta combustível, assim como é feito 

na terceira modelagem desta dissertação. 

 Entretanto, no trabalho de AN et al. (2014) o problema transiente é tratado de 

maneira diferente. Eles consideram o termo fonte de calor constante em todo 

problema, e o transiente é ocasionado pela mudança do coeficiente de transferência 

de calor. Em suma, os autores especificam um coeficiente de transferência de calor e 

solucionam o problema na vareta combustível, sendo a solução em regime 

permanente, seguidamente, eles diminuem o coeficiente de transferência de calor, 

com o intuito de simular um possível acidente por falta de refrigeração, e resolvem o 

problema formulado novamente, simulando o transiente. 

Na análise desta dissertação, o problema transiente é ocasionado por um fluxo de 

nêutrons descontrolado, que faz com que o termo fonte seja variável. Apesar da 

terceira modelagem ter sido baseado em cima desta abordagem, percebe-se que ela 

é válida para reproduzir o problema de AN et al. (2014). A diferença será em cima da 

condição inicial do problema, que agora será similar a dos autores citados, e do termo 

fonte que não será mais variável. Logo, ao resolver a terceira modelagem com essas 

novas considerações através do método da Transformada Integral, novamente tem-

se um problema do tipo visto na EQ. 3.144, onde as matrizes [C] e [D] permanecem 

inalteradas, entretanto a matriz [H] agora não é mais em função da coordenada 

temporal, já que o termo fonte é constante. Logo, os parâmetros presentes nos 

coeficientes da matriz [H] são dados por, 

 

 drrRrGG mm ,* 0

1

0

  (3.150) 
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      drrGg 

1

0

*  (3.151) 

 

o que facilita a solução do problema, já que agora os parâmetros vistos nas EQS. 

3.150 e 3.151 não são mais variáveis com o tempo. A matriz [E] também é modificada, 

visto que a solução de AN et al. (2014) parte de uma temperatura prescrita em todo o 

domínio.  

Portanto, com essas novas considerações, será comparado os resultados obtidos 

pela terceira modelagem com a solução de AN et al. (2014). O principal objetivo desta 

comparação será verificar a influência da mudança de fase no problema térmico em 

escrutínio, já que os autores citados consideraram este fator na análise da vareta 

combustível.  
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4 PROBLEMA INVERSO  

 

 

No problema direto as causas são dadas e o efeito é determinado, enquanto que 

no problema inverso o efeito é dado e as causas são estimadas (COLAÇO et al., 2006; 

OZISIK & ORLANDE, 2000). A FIG. 4.1 ilustra a relação entre as abordagens do 

problema direto e do inverso. 

 

 

FIG.  4.1 Relação entre o problema inverso e o problema direto 
 

Na abordagem do problema direto, todos os parâmetros casuais do fenômeno 

físico são conhecidos, sendo estes inseridos no modelo matemático a fim de obter-se 

a solução do problema direto. O problema inverso utiliza o problema direto como um 

dos passos básicos para a sua solução. Basicamente, compara-se os dados 

experimentais com a solução do problema direto obtida por parâmetros estimados a 

partir de uma estimativa inicial. Estes são inseridos em uma rotina de otimização, que 

após cada iteração, minimiza o erro entre a solução do problema direto e os dados 

experimentais, até que os parâmetros ótimos sejam encontrados.  

Este capítulo apresenta o estudo do problema de transferência de calor inverso 

na vareta combustível, com o intuito de estimar o termo fonte de calor variável. São 

apresentados dois métodos para estimativas de parâmetros, o determinístico de 

Levenberg-Marquardt, e o estocástico do PSO (Otimização por Enxame de 

Partículas).   
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A acurácia do campo de temperatura transiente na vareta combustível é essencial 

para prever o comportamento térmico em um reator nuclear, e está diretamente 

relacionada com o conhecimento do termo fonte de calor variável no combustível. 

Logo, percebe-se o importante papel que a abordagem inversa pode desempenhar no 

problema térmico em escrutínio, já que ao estimar o termo fonte, a análise transiente 

em toda a vareta combustível é obtida pelo problema direto. 

 

 

4.1 O PROBLEMA DIRETO  

 

 

As modelagens apresentadas no capítulo 3 são problemas diretos, cujo o 

propósito é reproduzir o campo de temperatura na vareta combustível, quando todas 

as causas do problema são tratadas como conhecidas. 

Conforme aludido, um dos passos básicos em estudos de problemas inversos é 

determinar o problema direto. Nesta dissertação, o problema direto é dado pela 

terceira modelagem, exposta na seção 3.3, pois essa é a solução mais completa para 

a vareta combustível, em que se modela a região do combustível, gap e material de 

revestimento. 

 

 

4.2 O PROBLEMA INVERSO  

 

 

Esta dissertação possui o interesse de estimar o termo fonte de calor variável do 

combustível. O problema inverso envolve a estimativa de parâmetros, já que há o 

conhecimento da forma funcional do termo de geração de calor no problema térmico 

em questão. Conforme visto na primeira modelagem, apresentada na seção 3.1, 

quatro variações para o termo fonte de calor são investigadas, EQS. 3.26 à 3.29.  

Entretanto, conforme será explanado posteriormente na análise dos resultados da 

primeira modelagem, apenas as formas funcionais expressadas nos casos 3 e 4 serão 

consideradas na análise inversa, pois estas representam melhor a física envolvida no 

processo de geração de energia na vareta combustível, devido ao fluxo descontrolado 
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de nêutrons. Então, os casos investigados para o termo fonte variável (G’) no 

problema inverso são, 

 

Caso 3: )1(' 1

* tcGG   (4.1) 

 

Caso 4: 
tc

ercGG 3²)1(' 2

*   (4.2)   

 

onde G* é o termo fonte adimensional constante e conhecido. Logo, para o caso 3, o 

problema inverso busca estimar o parâmetro 
1c , enquanto que no caso 4, objetiva-se 

determinar 
2c  e 3c . Com o conhecimento destes parâmetros, o termo fonte variável 

pode ser avaliado ao longo do transiente em qualquer posição do combustível. 

Em suma, se um sensor estiver disponível para capturar medidas transientes na 

superfície da vareta, a determinação do termo fonte variável passa pela solução do 

problema inverso por estimação de parâmetros desconhecidos para uma função de 

teste (OZISIK & ORLANDE, 2000). Por exemplo, a EQ. 4.1 é uma função de teste com 

parâmetro c1 à ser determinado, a fim de ajustar a curva das temperaturas estimadas 

pelo problema direto, com a curva das temperaturas medidas pelo sensor, até 

minimizar a função objetivo. 

Na análise do problema inverso, c1, c2 e c3 são tratados como parâmetros 

desconhecidos. A solução deste problema de transferência de calor por condução 

inverso é baseada na minimização da função objetivo, dada pelo somatório dos erros 

quadráticos entre os dados medidos e estimados, como visto na EQ. 4.3, 

 

 
2

1

)()( 



I

i

ii PYPS                     (4.3) 

 

onde: 

S = Somatório dos erros ao quadrado ou função objetivo; 

P = [P1, P2,...,PN] =  Vetor dos parâmetros desconhecidos à serem determinados; 

θi (P) = θi (P, ti) = Temperatura estimada pelo problema direto no tempo ti; 

Yi = Y(ti) = Temperatura medida no tempo ti; 

N = Número total de parâmetros desconhecidos; 
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I = Número total de medidas, onde IN 

 

Segundo OZISIK & ORLANDE (2000), a função objetivo, EQ. 4.3, pode ser 

reescrita na forma matricial como, 

 

   )()()( PYPYPS
T

                    (4.4)

             

onde o sobrescrito T denota a matriz transposta, sendo que: 

 

   II

T
YYYPY   ,...,,)( 2211                  (4.5) 

 

Conforme discorrido na revisão bibliográfica dos problemas inversos, seção 2.2, 

há carência de dados reais de temperaturas medidas em varetas combustíveis.  

Então, com intuito de simular dados experimentais, foram geradas medidas 

pseudoexperimentais, através da adição de erros randômicos às temperaturas exatas 

calculadas pelo problema direto (SU & SILVA NETO, 2001; CALDEIRA et al., 2016; 

CALDEIRA et al., 2017).  

Ao utilizar os parâmetros conhecidos previamente (exatos) para calcular as 

medidas pseudoexperimentais e compará-las com as temperaturas estimadas através 

do modelo do problema direto, pratica-se o crime inverso, já que ambas as 

temperaturas, medidas e estimadas, estão sendo calculadas pela mesma solução 

(KAIPIO & SOMERSALO, 2007; CHÁVEZ et al., 2013). Portanto, a fim de evitar o 

crime inverso, é introduzido ruídos nas medidas pseudoexperimentais, conforme 

MACHADO & ORLANDE (1998), CALDEIRA et al. (2016) e CALDEIRA et al. (2017). 

Assim, 

 

||max.. exataexatai EY
i

                      (4.6) 

 

onde: 

Yi =Temperatura medida no tempo ti; 

 
iexata =Temperatura exata calculada pela terceira modelagem (problema direto) no 

tempo ti; 
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 = Número randômico com distribuição normal, média zero e desvio padrão unitário; 

E = Nível de ruído arbitrário; 

max| exata |= Máximo valor da temperatura exata calculada pelo problema direto. 

 

Conforme supradito, as temperaturas pseudoexperimentais foram geradas por 

falta de dados reais, sendo que se os mesmos estivessem disponíveis para o 

problema inverso, eles seriam medidos em alguma posição do sólido em análise. 

Obviamente, a posição de medição deveria ser a superfície do cilindro (parede do 

material de revestimento), pois seria improvável colocar um sensor dentro da vareta 

combustível. Baseado em tal fato, as temperaturas pseudoexperimentais foram 

geradas na parede do revestimento, posição denominada rsensor.     

As temperatura estimadas θi (P) são obtidas pela solução do problema direto na 

posição radial de medida, rsensor, através da estimativa atual do parâmetro 

desconhecido Pj, j=1,...,N.  

 

 

4.3 SENSIBILIDADE DOS PARÂMETROS  

 

 

Usualmente, antes de implementar um método de problema inverso, recomenda-

se fazer a análise de sensibilidade dos parâmetros, a fim de verificar se os mesmos 

podem ser estimados, e qual o melhor intervalo de tempo para a solução do problema 

inverso. A análise de sensibilidade permite avaliar como os parâmetros à serem 

determinados influenciam nas temperaturas estimadas pelo problema direto.   

A sensibilidade ou matriz Jacobiana, J(P), é definida na EQ. 4.7. Os elementos 

desta matriz são chamados de coeficientes de sensibilidade, Jij, EQ. 4.8. Jij define a 

medida da sensibilidade da temperatura estimada θi em relação à mudanças no 

parâmetro Pj. Uma magnitude pequena de Jij indica que grandes variações no 

parâmetro Pj provocam pequenas alterações em θi, e obviamente, sua estimação é 

extremamente difícil, pois uma mesma temperatura pode ser obtida por diversos 

valores de Pj. No caso de pequenos coeficientes de sensibilidade, o determinante de 

JTJ é praticamente nulo, e o problema inverso é mal condicionado (OZISIK & 

ORLANDE, 2000). 
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Em problemas inversos lineares, a matriz Jacobiana não é função de nenhum dos 

parâmetros desconhecidos. Em contrapartida, em problemas inversos não lineares, 

há dependência dos parâmetros à serem estimados na matriz Jacobiana (OZISIK & 

ORLANDE, 2000). Neste trabalho, o problema inverso é linear para o termo fonte 

variável proposto no caso 3, EQ. 4.1, e não linear para o caso 4, EQ. 4.2. 

 

𝐽(𝑃) = [
𝜕𝜃𝑇(𝑃)

𝜕𝑃
]
𝑇

=

[
 
 
 
 
 
𝜕𝜃1

𝜕𝑃1
 
𝜕𝜃1

𝜕𝑃2

𝜕𝜃2

𝜕𝑃1
 
𝜕𝜃2

𝜕𝑃2

…
𝜕𝜃1

𝜕𝑃𝑁

…
𝜕𝜃2

𝜕𝑃𝑁

⋮ ⋮
𝜕𝜃𝐼

𝜕𝑃1

𝜕𝜃𝐼

𝜕𝑃2

⋱ ⋮

…
𝜕𝜃𝐼

𝜕𝑃𝑁]
 
 
 
 
 

                             (4.7)

      

       𝐽𝑖𝑗 =
𝜕𝜃𝑖

𝜕𝑃𝑗
                                                   (4.8) 

 

Segundo OZISIK & ORLANDE (2000), é desejável ter coeficientes de 

sensibilidade linearmente independentes com largas magnitudes, pois assim, o 

problema inverso não é muito sensível aos erros medidos, o que permite estimativas 

acuradas para os parâmetros. Ainda de acordo com os referidos autores, os 

coeficientes de sensibilidade também podem ser aproximados numericamente por 

diferenças centrais, como visto na EQ. 4.9, onde ε é aproximadamente igual à 10-5 ou 

10-6. 

 

𝐽𝑖𝑗 =
𝜃𝑖(𝑃1,𝑃2,…,𝑃𝑗+𝜀𝑃𝑗,…,𝑃𝑁)−𝜃𝑖(𝑃1,𝑃2,…,𝑃𝑗−𝜀𝑃𝑗,…,𝑃𝑁)

2𝜀𝑃𝑗
                (4.9) 

 

 

4.4 MÉTODOS DE SOLUÇÃO DO PROBLEMA INVERSO  

 

 

Esta seção apresenta os métodos de otimização para a solução do problema 

inverso. Serão mostrados o método determinístico de Levenberg-Marquardt, e o 

estócastico do PSO. De acordo com RIBEIRO et al. (2015), um algoritmo de 

otimização possui o objetivo de otimizar uma função objetivo, sendo que nos métodos 
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determinísticos, tal fato é baseado na orientação do vetor gradiente, e nos 

estocásticos, a solução é apoiada na busca aleatória.   

 

 

4.4.1 MÉTODO DETERMINÍSTICO DE LEVENBERG-MARQUARDT  

 

 

Segundo COLAÇO et al. (2006), os métodos determinísticos usualmente 

dependem de um procedimento iterativo, que após um certo número de iterações, 

convergem para o mínimo da função objetivo. Ao longo do processo iterativo, a 

solução ótima é direcionada pelo vetor gradiente da função objetivo, que é dado pela 

derivada parcial da função objetivo com relação a cada parâmetro desconhecido 

(OZISIK & ORLANDE, 2000; VENTER, 2010).  

De acordo com COTTA (2009), ao longo do processo iterativo, cada passo atual 

necessita da informação da iteração anterior, sendo que quanto melhor a acurácia da 

estimativa inicial para cada parâmetro, melhor será a solução ótima obtida.   

Métodos determinísticos normalmente são computacionalmente mais rápidos que 

os métodos estocásticos e avaliam problemas com grande número de variáveis 

(COLAÇO et al., 2006).  

Segundo OZISIK & ORLANDE (2000), o método de Levenberg-Marquardt é 

bastante eficiente para resolver problemas inversos de estimativa de parâmetros 

lineares e não lineares. No entanto, podem surgir dificuldades em problemas de 

estimativa não linear, que envolvem um grande número de parâmetros 

desconhecidos, devido ao tempo gasto na computação da matriz Jacobiana, pois 

neste caso essa precisa ser atualizada em cada iteração. 

Conforme supracitado, os métodos determinísticos têm como finalidade minimizar 

a função objetivo. Para tal, no método de Levenberg-Marquardt, o gradiente da função 

objetivo deve ser nulo, conforme visto na EQ. 4.10,  

 

𝛻𝑆(𝑃) = 2 [−
𝜕𝜃𝑇(𝑃)

𝜕𝑃
] [𝑌 − 𝜃(𝑃)] = 0   (4.10) 

 

substituindo a EQ. 4.7 na EQ. 4.10, obtém-se a EQ. 4.11, 
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−2𝐽𝑇(𝑃)[𝑌 − 𝜃(𝑃)] = 0   (4.11) 

 

onde a EQ. 4.11 representa a condição à ser respeitada para a minimização da função 

objetivo escrita na forma matricial. 

O método de Levenberg-Marquardt busca minimizar a função objetivo baseado no 

método de Gauss, onde esse estima o vetor de parâmetros à serem descobertos na 

iteração atual a partir da anterior. A EQ. 4.12 mostra como esse cálculo é realizado 

pelo método de Gauss: 

 

𝑃𝑘+1 = 𝑃𝑘 + [(𝐽𝑘)𝑇𝐽𝑘]−1(𝐽𝑘)𝑇[𝑌 − 𝜃(𝑃𝑘)] (4.12) 

 

Observa-se pela EQ. 4.12 que o método de Gauss exige que o determinante da 

matriz JTJ não seja nulo. O método de Levenberg-Marquardt alivia esse problema 

através da introdução da matriz 𝜑kΩk, conforme visto na EQ. 4.13, onde 𝜑k é um 

escalar positivo chamado parâmetro de amortecimento, Ωk é uma matriz diagonal e o 

sobrescrito k indica o número de iterações. 

 

𝑃𝑘+1 = 𝑃𝑘 + [(𝐽𝑘)𝑇𝐽𝑘 + 𝜑𝑘𝛺𝑘]−1(𝐽𝑘)𝑇[𝑌 − 𝜃(𝑃𝑘)] (4.13) 

 

O objetivo da matriz 𝜑kΩk é amortecer as oscilações iniciais causadas pelo mau 

condicionamento da matriz JTJ, nos valores próximos a estimativa inicial dos 

parâmetros desconhecidos. À medida que o problema fica melhor condicionado, o 

valor de 𝜑k tende a zero. 

A matriz Ωk é formada pela diagonal principal da matriz JTJ na interação k, ou seja: 

 

𝛺𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[(𝐽𝑘)𝑇𝐽𝑘] (4.14) 

 

Uma grande vantagem do algoritmo computacional de Levenberg-Marquardt é 

evitar o cômputo da matriz inversa de JTJ. Para tal, a EQ. 4.13 é rescrita como: 

 

[(𝐽𝑘)𝑇𝐽𝑘 + 𝜑𝑘𝛺𝑘]𝛥𝑃𝑘 = (𝐽𝑘)𝑇[𝑌 − 𝜃(𝑃𝑘)] (4.15) 
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∆Pk é obtido a partir da solução do sistema linear visto na EQ. 4.15. A partir deste, 

Pk+1 é calculado pela EQ. 4.16: 

 

𝑃𝑘+1 = 𝑃𝑘 + 𝛥𝑃𝑘 (4.16) 

 

A seguir é apresentado o algoritmo computacional para a técnica de Levenberg-

Marquardt (OZISIK & ORLANDE, 2000). 

Com as temperaturas pseudoexperimentais disponíveis, Yi, e com a estimativa 

inicial para o vetor de parâmetros desconhecidos, P0, define-se 𝜑0=0.001. 

Inicialmente, k=0. 

 

Passo 1. Resolva o problema direto com o parâmetro estimado disponível, Pk, em        

ordem de obter o vetor de temperaturas estimadas, θ(Pk) = (θ1, θ2,..., θI). 

 

Passo 2. Compute S(Pk) a partir da EQ. 4.4. 

 

Passo 3. Compute a matriz Jacobiana Jk vista na EQ. 4.7, por uma das EQS. 4.8 ou 

4.9, e posteriormente, calcule a matriz Ωk, dada pela EQ. 4.14, usando o valor atual 

de Pk. 

 

Passo 4. Resolva o sistema linear de equações algébricas, apresentado na EQ. 4.15, 

em ordem de computar ∆Pk. 

 

Passo 5. Calcule Pk+1, que é a nova estimativa para o parâmetro desconhecido, a 

partir da EQ. 4.16. 

 

Passo 6. Resolva o problema direto com o novo parâmetro estimado, Pk+1, em ordem 

de obter o novo vetor de temperaturas estimadas, θ(Pk+1). Então, compute S(Pk+1), 

conforme a EQ. 4.4.  

 

Passo 7. Se S(Pk+1)S(Pk), altere 𝜑k por 10𝜑k e retorne ao passo 4.  

 

Passo 8. Se S(Pk+1) < S(Pk), aceite o novo parâmetro estimado e altere 𝜑k por 0.1𝜑k. 
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Passo 9. Verifique o critério de parada. Caso o mesmo seja satisfeito, pare o 

procedimento iterativo, caso contrário, altere k para k+1 e retorne ao passo 3. O 

critério de parada é explicitado na seção 4.5. 

   

 

4.4.2 MÉTODO ESTOCÁSTICO OTIMIZAÇÃO POR ENXAME DE PARTÍCULAS 

(PARTICLE SWARM OPTIMIZATION - PSO) 

 

 

 Nos processos estocásticos têm-se um conjunto de variáveis aleatórias, que são 

utilizadas para estudar a evolução de um sistema ao longo do tempo. Os métodos 

estocásticos também são conhecidos como métodos evolutivos. Geralmente, em 

oposição aos métodos determinísticos, os métodos estocásticos não dependem de 

sólidas bases matemáticas e não fazem uso do gradiente da função objetivo. Eles 

tendem a reproduzir o comportamento da natureza para encontrar o mínimo da função 

objetivo, através da seleção organizada dos pontos onde essa função será computada 

(COLAÇO et al., 2006). 

 Os métodos estocásticos realizam um grande número de avaliações da função 

objetivo em todo o espaço de busca, a fim de aumentar a chance de encontrar o ótimo 

global da função objetivo. Basicamente, nos métodos evolucionários há uma grande 

comunicação entre as partículas geradas, sendo que a cada iteração, uma população 

mais próxima da ótima solução é gerada (CÂMARA & SILVA NETO, 2008; COTTA, 

2009; BIHAIN et al., 2012; RIBEIRO et al., 2015).  

  Portanto, os métodos estocásticos dispensam a orientação de um vetor gradiente, 

o que evita o cálculo de derivadas para chegar à solução ótima. Consequentemente, 

esses métodos são adequados para tratar funções objetivas não-lineares e para 

problemas sem boas estimativas iniciais para os parâmetros à serem determinados, 

ou seja, estes métodos não necessitam de uma estimativa inicial muito próxima da 

solução exata. (COTTA, 2009; COLAÇO et al., 2006; VENTER, 2010).     

De acordo com COLAÇO et al. (2006), a ideia do método PSO veio da observação 

de pássaros procurando lugares para construir seus ninhos. Quando a individualidade 

é grande, o indivíduo pode nunca encontrar o melhor lugar para a construção de seu 

ninho, já que a busca por lugares alternativos é grande. Em contrapartida, se a 
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sociabilidade aumenta no grupo, todos os indivíduos podem convergir para o local 

desejado.  

Este método tem como base a comunicação entre as partículas, já que este 

comportamento entre todo o enxame tende a convergir as partículas para a melhor 

posição possível no espaço de busca. Cada elemento, após a iteração, verifica sua 

posição em relação a melhor posição global (pg), e segue por meio de um elemento 

velocidade na direção desta melhor posição, entretanto esta será comparada com a 

atual posição da mesma partícula, a fim de se obter a melhor situação da própria 

partícula (pi) (ECHEVARRÍA et al., 2014; EBERHART & KENNEDY, 1995). 

Ao longo do processo evolutivo, a velocidade de cada partícula é calculada pela 

EQ. 4.17, e posteriormente, a sua posição é atualizada pela EQ. 4.18, 
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onde: 

iv = velocidade da partícula;  

ix = posição da partícula;  

K = indica o número de iteração; 

i  = 1,2,. . .,W onde W é o tamanho do enxame; 

1  = coeficiente de aceleração (parâmetro de aprendizagem); 

1  = Parâmetro inercial; 

 r1 e r2: são números aleatórios ∈ [0, 1], distribuição uniforme. 

 

Na EQ. 4.17, o segundo termo do lado direito da equação representa a 

individualidade e o terceiro termo a sociabilidade. O primeiro termo representa a 

inércia das partículas e, em geral, ele deve diminuir com o decorrer do processo 

iterativo (EBERHART & KENNEDY, 1995). Recomenda-se utilizar 1<β1<2 e 0<α1<1 

(COLAÇO et al., 2006). 

A cada iteração, a melhor posição global da população é inserida no problema 

direto e a função objetivo, EQ. 4.4, é avaliada. O processo iterativo da população 
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acontece até que a função objetivo atinja a tolerância de convergência ou que o 

número máximo de iterações seja alcançado. Determinar um segundo critério de 

parada é necessário, pois em algumas ocasiões, os indivíduos não conseguem evoluir 

a atender o primeiro critério de convergência, entretanto, sua função objetivo já está 

estabilizada (ECHEVARRÍA et al., 2014; COLAÇO et al., 2006).  A FIG. 4.2 mostra um 

esquema do procedimento iterativo do método PSO. 

 

 

FIG.  4.2 Procedimento iterativo para o método PSO (adaptado COLAÇO et al., 

2006) 

 

 

4.5 CRITÉRIO DE PARADA 

 

 

O critério de parada deve ser estabelecido para finalizar o procedimento iterativo, 

de modo que a solução seja estável em relação aos erros nos dados de entrada do 

problema (COTTA, 2009). 

Nesta dissertação, foi utilizado o princípio da discrepância como primeiro critério 

de parada. Este é visto na EQ. 4.19, 
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tolerânciaPS k  )( 1                           (4.19) 

 

O critério visto na EQ. 4.19 testa se a função objetivo é suficientemente pequena, 

o que é esperado quando a mesma é estimada por um parâmetro próximo do real, 

que seria a solução exata do problema (OZISIK & ORLANDE, 2000).  

Como abordado na explicação do PSO, estabelecer um segundo critério de 

parada é necessário, pois em algumas ocasiões, os indivíduos não conseguem evoluir 

a atender o princípio da discrepância, entretanto, sua função objetivo já está 

estabilizada (ECHEVARRÍA et al., 2014; COLAÇO et al., 2006).   

 Portanto, considera-se como segundo critério de parada, a variação da função 

objetivo menor ou igual à 0.0001 durante 50 iterações sucessivas, ou se o método 

atingir o número máximo de 500 iterações, conforme representado na EQ. 4.20. 

 

0001.0)(/)()( 1  kkk PSPSPS  ou   k>máximo de iterações           (4.20) 
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

 

Este capítulo apresenta os resultados e discussões com relação as modelagens 

desenvolvidas para o problema térmico na vareta combustível. São investigados 

aspectos de convergência das soluções, influência do número de Biot em relação ao 

tempo crítico, relevância do material de revestimento e do “gap” na distribuição de 

temperatura na vareta combustível, entre outros.  

Também é apresentado os resultados do problema inverso em escrutínio, onde 

discute-se a respeito das estimativas obtidas para os parâmetros desconhecidos 

através dos métodos de Levenberg-Marquardt e do PSO.   

 

 

5.1 RESULTADOS DA PRIMEIRA MODELAGEM  

 

 

A primeira modelagem foi apresentada na seção 3.1. Conforme discorrido, essa 

baseou-se no trabalho de BHATTACHARYA et al. (2001), onde o problema formulado 

foi resolvido pelo método das funções de Green. Em contrapartida, nesta dissertação 

utilizou-se a técnica da Transformada Integral. A região do “gap” e a espessura do 

material de revestimento não foram levadas em consideração nesta primeira solução. 

No estudo de BHATTACHARYA et al. (2001) foram investigadas duas variações 

para o termo fonte de calor, denominadas casos 1 e 2. Nesta dissertação, a solução 

obtida pela primeira modelagem, para os casos 1 e 2, são vistas respectivamente, nas 

EQS. 3.26 e 3.27. As expressões desenvolvidas para a distribuição de temperatura 

na vareta combustível, em ambos os casos mencionados, foram iguais as obtidas por 

BHATTACHARYA et al. (2001), o que mostra a concordância entre os métodos da 

Transformada Integral e o das Funções de Green. 

BHATTACHARYA et al. (2001) validaram a solução analítica através da 

comparação com uma solução numérica. Os resultados apresentados pela primeira 

modelagem foram idênticos aos de BHATTACHARYA et al. (2001), o que autentica a 

solução desenvolvida pela primeira modelagem desta dissertação.  
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No trabalho dos autores mencionados, o termo fonte de calor uniforme 

adimensional, G*, é igual à 32.4. A partir deste, o perfil de temperatura adimensional 

para cada caso proposto é analisado. Conforme supracitado, BHATTACHARYA et al. 

(2001) investigaram duas variações para o termo de geração de calor, expressados 

nos casos 1 e 2. Neste trabalho, dois novos termos fontes variáveis são propostos, 

vistos nos casos 3 e 4. A fim de facilitar as discussões acerca de cada variação 

proposta para o termo fonte, os quatros casos são expostos novamente: 

 

Caso 1: tGG *'  (5.1) 

 

Caso 2: tc
erGG 3²' *  (5.2) 

 

Caso 3: )1(' 1

* tcGG   (5.3) 

 

Caso 4: tc
ercGG 3²)1(' 2

*   (5.4)   

 

 

 

FIG.  5.1 Perfis de temperatura para Bi=15 (a) caso 1 (b) caso 3 com c1=1 

 

Os gráficos vistos nas FIG. 5.1.a e FIG. 5.1.b representam a distribuição de 

temperatura adimensional ao longo da vareta combustível para os casos 1 e 3, 

respectivamente. Em ambos os casos, o perfil de temperatura foi plotado para Bi=15 

e em quatro instantes de tempo, e observa-se que em todos estes, a temperatura é 

(a) 

 

(b) 
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máxima no centro do cilindro e diminui ao longo da direção radial, conforme esperado, 

já que na superfície do elemento, r=1, acontece um resfriamento convectivo.  

Entretanto, ao analisar cada curva da FIG. 5.1.a, percebe-se uma incoerência física 

relacionada ao problema térmico em escrutínio. Após a condição inicial, t=0, espera-

se que para uma mesma posição radial, a temperatura aumente ininterruptamente, 

devido ao fluxo descontrolado de nêutrons ocasionado pelas reações de fissão 

nuclear em cadeia, que eleva a geração de calor do combustível. 

Todavia, da forma como a variação do termo fonte de calor é tratado no caso 1, 

EQ. 5.1, o mesmo só alcança o valor de G*, referente ao termo fonte uniforme em 

regime permanente (condição inicial do problema) em t igual à 1. Consequentemente, 

para t<1, o termo fonte de calor é menor do que G* e então, o perfil de temperatura 

ao longo da vareta é menor que o perfil de temperatura inicial, o que é contraditório 

com a física do problema. Este fato fica evidente ao analisar as curvas apresentadas 

no gráfico da FIG. 5.1.a, onde observa-se que para t=0.5 e t=1.0, a temperatura local 

é menor que a temperatura inicial da vareta combustível, sendo essa superada 

apenas em t=1.5.  

A fim de buscar uma melhor representação física do problema térmico no reator 

nuclear, este trabalho propõe uma outra variação para o termo fonte não uniforme 

com relação ao tempo, expressada no caso 3, EQ. 5.3. Nesta análise, a solução 

transiente inicia do estado em regime permanente com termo de geração uniforme em 

todo o combustível, e à medida que o tempo cresce, o termo fonte de calor aumenta 

a partir de G*, conforme esperado. O gráfico da FIG. 5.1.b é similar ao da FIG. 5.1.a, 

porém para a variação do termo fonte proposta no caso 3. Os perfis de temperatura 

são computados com c1=1.  

Ao analisar a FIG. 5.1.b, percebe-se que à medida que o tempo aumenta, a 

temperatura em uma mesma posição radial eleva-se incessantemente, ao contrário 

do que foi observado para o caso 1. Portanto, na abordagem do caso 3 proposto neste 

trabalho, o perfil de temperatura parte da condição inicial (t=0), e se eleva 

continuamente durante o transiente, o que reproduz melhor a física do problema 

térmico investigado no reator nuclear. Evidentemente, quanto mais próximo a 

superfície do cilindro menor será a variação entre a temperatura no tempo posterior e 

anterior, conforme pode ser visto na FIG. 5.1.b.  
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Uma outra análise é com relação a constante c1, cujo papel é claro. Percebe-se 

que para um mesmo tempo, quanto maior o valor de c1, maior será o termo de geração 

de calor, e consequentemente, maiores temperaturas locais na vareta combustível 

são observadas, conforme pode ser visto no gráfico da FIG. 5.2. 

 

FIG.  5.2 Perfis de temperatura para o caso 3 com c1 iguais à 0.1 e 1 em t=0,5, 

com Bi=15 

 

Na FIG. 5.3 é investigado a influência do número de Biot em relação ao perfil de 

temperatura ao longo da vareta combustível. As curvas são referentes ao caso 3 com 

c1=1 e t=0.5. Percebe-se que para um mesmo tempo, o perfil de temperatura ao longo 

do cilindro é menor para a análise com maior número de Biot. Este comportamento é 

esperado, já que quanto maior o número de Biot, maior é a transferência de calor por 

convecção junto a superfície da vareta combustível. 

 

FIG.  5.3 Perfis de temperatura para o caso 3 com c1=1 e t=0.5, para Bi=15 e 

Bi=40 
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A variação proposta por BHATTACHARYA et al. (2001) no caso 2, EQ. 5.2, para o 

termo fonte de calor é mais complexa, pois este passa a ser não uniforme na direção 

radial da vareta combustível. Nesta abordagem, o termo fonte aumenta com o raio, e 

então, a superfície do cilindro é o local com maior geração de calor. 

Consequentemente, em uma posição mais próxima ao centro do elemento, observa-

se que o termo fonte de calor será menor que o termo fonte uniforme, G*, caso tc
er 3²

seja menor que 1.  

Para baixos valores de tempo tal fato acontece, e então a mesma situação 

observada anteriormente na variação proposta para o termo fonte no caso 1 se repete, 

onde em alguns tempos, a temperatura local é menor do que a temperatura inicial na 

vareta combustível, o que é contraditório com a física do problema térmico. Este fato 

fica evidente ao analisar as curvas mostradas no gráfico da FIG. 5.4.a, onde observa-

se que para t=0.05 e t=0.25, a temperatura local é menor do que a temperatura inicial 

do elemento combustível, principalmente para baixos valores de r, onde o termo fonte 

é menor.  

 

 

 

FIG.  5.4 Perfis de temperatura para Bi=15 (a) caso 2 com c3=4 (b) caso 4 com 

c2=1 e c3=1 

 

Obviamente, à medida que o tempo aumenta este fato é superado, e então um 

aspecto interessante é observado, apesar da geração de energia ser maior junto à 

superfície do elemento combustível, a temperatura máxima é vista na região 

intermediária de r, como pode ser visto na FIG. 5.4.a para a curva com t=0.50. Tal fato 

(a) 

 

(b) 
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não deve causar estranheza, pois junto à superfície do cilindro acontece um 

resfriamento convectivo, e como a resistência à condução é maior que a resistência à 

convecção, devido ao número de Biot ser maior que 1 (Bi=15), o transporte de energia 

por condução na direção radial não é suficientemente rápido, gerando um acúmulo de 

energia na região intermediária, onde a máxima temperatura é observada.  

Novamente a fim de buscar uma melhor representação física para o problema 

térmico investigado, este trabalho propõe uma outra variação para o termo fonte não 

uniforme com relação ao espaço e o tempo, que pode ser visto no caso 4, EQ. 5.4. 

Nesta análise, a solução transiente inicia do estado em regime permanente com termo 

de geração uniforme em todo o combustível, e mesmo para r=0 (centro do cilindro), à 

medida que o tempo cresce, o termo fonte de calor aumenta a partir de G*, conforme 

esperado.  

O gráfico da FIG. 5.4.b ilustra o perfil de temperatura local para à variação do termo 

fonte proposto no caso 4. Os perfis de temperatura plotados são para c2 e c3 iguais à 

1 com Bi=15, em diferentes instantes de tempo. Ao analisar o gráfico, percebe-se que 

à medida que o tempo aumenta, a temperatura em uma mesma posição radial eleva-

se continuamente, ao contrário do que foi visto na abordagem do caso 2, visto na FIG. 

5.4.a. 

Uma outra análise é com relação a constante c2, percebe-se que ao aumentar 

largamente o valor desta, maior será a variação do termo fonte na direção radial, e 

então a situação apresentada no gráfico da FIG. 5.4.a, onde à medida que o tempo 

aumenta, as maiores temperatura são vistas na região intermediária do elemento é 

reproduzida. O papel da constante c3 é claro, à medida que essa aumenta, maiores 

temperaturas locais no elemento combustível são observadas. 

Assim como já observado na análise térmica do caso 3, também percebe-se para 

o caso 4, que o perfil de temperatura ao longo do cilindro é menor para a análise com 

maior número de Biot, como não podia ser diferente. Tal fato pode ser observado na 

FIG. 5.5. 
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FIG.  5.5 Perfis de temperatura para o caso 4 com c2=c3=1 e t=0.05, para Bi=15 

e Bi=40 

 

É de interesse verificar a convergência da solução desenvolvida pela primeira 

modelagem. Em ambos os casos propostos nesta dissertação, a solução para a 

temperatura local é dividida em dois somatórios, como visto nas EQS. 3.28 e 3.29, e 

observa-se que independentemente da variação proposta para o termo fonte, o 

primeiro somatório do lado direito das equações são iguais. Evidentemente, tal fato 

não poderia ser diferente, já que este primeiro somatório refere-se a solução do 

problema homogêneo, sem termo fonte de calor. O segundo somatório é específico 

para cada caso proposto, e então, deve apresentar diferença quanto à sua 

convergência.  

Na análise de convergência, é utilizada uma precisão de 6 dígitos significativos, ou 

seja, adota-se uma tolerância igual à 10-6, e quando a diferença entre o termo posterior 

e anterior do somatório é menor que a tolerância estipulada, considera-se que o 

resultado está convergido. Primeiramente, é avaliado a convergência para o somatório 

referente à solução do problema homogêneo, que é igual para ambos os casos 

propostos. Este é avaliado em r=1, com Bi=15. 

Observa-se que na fórmula deste somatório aparece um autovalor ao quadrado no 

denominador, e uma exponencial negativa em função do tempo no numerador. Como 

os autovalores são crescentes e positivos, estes tendem à fazer com que a série 

apresente convergência. Devido à exponencial negativa, à medida que o tempo 

aumenta, a tendência é que a série apresente uma convergência mais rápida.     
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TAB. 5.1 Análise de convergência para o somatório referente à solução do 
problema homogêneo em r=1. 

Tempo adimensional (t) 
Quantidade de 

termos do somatório 

1x10-6 11 

1x10-5 11 

1x10-4 10 

1x10-3 9 

1x10-2 6 

1x10-1 3 

1 2 

 

Tal fato é verificado na TAB. 5.1, onde à medida que o tempo cresce, a quantidade 

de termos do somatório para se atingir a precisão desejada diminui, sendo que a partir 

de t=1, a série converge logo na primeira iteração. De um modo geral, a série 

apresenta rápida convergência mesmo para baixos valores de tempo, muito em 

função do comportamento supracitado dos autovalores. 

 

TAB. 5.2 Análise de convergência para o somatório referente à solução do 

problema não-homogêneo em r=1, para o caso 3. 

Tempo adimensional (t) 
Quantidade de 

termos do somatório 

1x10-6 2 

1x10-5 2 

1x10-4 2 

1x10-3 9 

1x10-2 11 

1x10-1 11 

1 13 

10 19 

100 33 
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A análise apresentada na TAB. 5.2 refere-se ao somatório da parte não 

homogênea do problema, para o caso 3. Este é o segundo somatório do lado direito 

da EQ. 3.28, avaliado em r=1, para c1=1 e Bi=15. Observa-se que agora, a quantidade 

de termos necessário para se atingir a precisão desejada passa a aumentar à medida 

que o tempo cresce. Tal fato é esperado, já que o termo fonte variável é crescente 

com o tempo. De um modo geral, a série apresenta uma rápida convergência, mesmo 

à medida que o tempo cresce. 

 

TAB. 5.3 Análise de convergência para o somatório referente à solução do 

problema não-homogêneo em r=1, para o caso 4. 

Tempo adimensional (t) 
Quantidade de 

termos do somatório 

1x10-6 2 

1x10-5 4 

1x10-4 17 

1x10-3 25 

1x10-2 25 

1x10-1 26 

1 32 

10 293 

100 21859 

 

A análise apresentada na Tabela 5.3, refere-se ao somatório da parte não 

homogênea do problema, para o caso 4. Este é o segundo somatório do lado direito 

da EQ. 3.29, avaliado em r=1, para c2=1, c3=1 e Bi=15. Assim como visto para o caso 

3, a quantidade de termos necessário para se atingir a precisão desejada passa a 

aumentar à medida que o tempo cresce, porém com uma taxa maior em relação ao 

caso anterior. Observa-se que à medida que t aumenta bruscamente, uma quantidade 

grande de termos são necessários para que a série apresente resultados convergidos 

dentro da precisão estipulada. É de interesse computar a solução transiente até a 

fusão do material de revestimento, e dentro deste contexto, t>10 já é muito superior 

do que o tempo crítico.   
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Em geral, a taxa de convergência para as expansões das autofunções mostrou ser 

muito rápida, e para os casos analisados, dentro do intervalo de tempo de interesse, 

uma expansão com 40 termos é capaz de prever resultados totalmente convergidos 

para uma aproximação com seis dígitos de precisão.  

Portanto, acredita-se que a ferramenta desenvolvida seja uma boa alternativa para 

abordagens mais envolvidas, tais como métodos puramente numéricos, baseados na 

aproximação de elementos finitos ou diferenças finitas. 

 

 

5.2 RESULTADOS DA SEGUNDA MODELAGEM  

 

 

Na seção anterior foi discorrido acerca da solução analítica para o combustível, 

sendo que os resultados foram apresentados sob o ponto de vista adimensional, a fim 

de serem comparados com a solução de BHATTACHARYA et al. (2001). Foi visto que 

as variações propostas para o termo fonte de calor, expressadas nos casos 3 e 4, 

reproduzem melhor a física do problema térmico investigado neste trabalho, portanto, 

a partir de agora somente estes serão considerados na análise. Eles são vistos nas 

EQS. 5.3 e 5.4, respectivamente.   

Esta seção apresenta os resultados obtidos pela solução analítico-numérica 

desenvolvida na segunda modelagem deste trabalho, que levou em conta a região do 

combustível e do material de revestimento, sendo que esse foi analisado a partir da 

abordagem por parâmetros concentrados.  

Para se analisar o problema sob a forma dimensional é necessário conhecer os 

parâmetros e as propriedades termofísicas da vareta combustível. Os parâmetros 

típicos de um reator PWR são mostrados na TAB. 5.4 e as propriedades termofísicas 

do material combustível e do material de revestimento na TAB. 5.5. Como visto em 

AN et al. (2014), as propriedades do Zircaloy-4 são difíceis de serem encontradas na 

literatura, portanto considera-se para o material de revestimento o Zircônio.  

A partir dos dados presentes nas TABS. 5.4 e 5.5, os seguintes parâmetros 

adimensionais são determinados: μ=0,5753; ε=0,1390 e G*=3,3043. 
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TAB. 5.4 Dados de um típico reator nuclear PWR (TODREAS & KAZIMI,1990) 

Parâmetros Valor 

hg [W/m2K] 6469,5 

G [W/m3] 318121000 

Rf [mm] 4,1 

Rg[mm] 0,08 

Rc[mm] 0,57 

T∞ [K] 578 

 

TAB. 5.5 Propriedades médias para o Urânio e o Zircônio (AN et al., 2014) 

Parâmetros 
Combustível 

(Urânio) 

Revestimento 

(Zircônio) 

ρ [Kg/m3] 10330 6415 

k [W/mK] 2,8 30,8 

cp [J/KgK] 421 390 

Tfusão[K] 3120 2150 

 

Conforme discorrido durante a segunda modelagem, seção 3.2, para obter-se o 

campo de temperatura transiente no cilindro, avalia-se numericamente o sistema de 

equações diferenciais ordinárias resultante, e posteriormente, aplica-se a fórmula de 

inversão da Transformada Integral, sendo que essa é baseado em uma expansão das 

autofunções do problema regular de autovalor de Sturm-Liouville. Logo, é de interesse 

verificar a convergência da solução, a fim de assegurar resultados convergidos. Nesta 

seção, outro tipo de análise de convergência é apresentada, onde essa é baseada 

dentro do seguinte critério: se ao aumentar largamente a quantidade de termos do 

somatório, o resultado final da grandeza de interesse não variar significativamente, o 

mesmo está convergido.  

A FIG. 5.6 ilustra este procedimento para as duas variações de termos fontes 

propostos neste trabalho, expressados nos casos 3 e 4. O gráfico apresenta o perfil 

de temperatura adimensional ao longo da direção radial da vareta combustível para 

Bi=15. As curvas são plotadas no tempo crítico, para cada termo fonte variável 
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investigado, que no caso 3 é em t=23,85, enquanto que para o caso 4 é em t=2,93. 

As curvas do caso 3 são para c1=1, e as do caso 4 para c2=1 e c3=1.     

Percebe-se pela FIG. 5.6 que em ambos os casos analisados, as curvas com 10, 

30 e 50 termos do somatório apresentam resultados similares, logo, uma expansão 

das autofunções com 10 termos é suficiente para prever resultados convergidos nos 

tempos especificados. No geral, é de interesse verificar o transiente até o tempo 

crítico, e dentro deste intervalo de interesse a solução mostra uma rápida 

convergência com baixo custo computacional.  

Como as curvas foram obtidas no tempo crítico, em posições próximas ao material 

de revestimento, r=1, as temperaturas tendem à ser iguais, independentemente da 

variação do termo fonte proposta, conforme pode ser observado na FIG. 5.6. 

 

 

FIG.  5.6 Análise de convergência da segunda modelagem para os casos 

propostos 

 

O principal objetivo desta seção é inferir acerca da influência da região do material 

de revestimento na transferência de calor na vareta combustível. Para tal, os 

resultados apresentados pela segunda modelagem são comparados com os da 

primeira, onde a espessura do material de revestimento não foi considerada. As FIGS. 

5.7 e 5.8 apresentam tal procedimento, onde foram plotados os perfis de temperatura 

adimensional ao longo da direção radial da vareta combustível para os casos 3 e 4, 

respectivamente.  



101 
 

 

FIG.  5.7 Comparação entre a primeira e segunda modelagem: perfis de 

temperatura adimensional para o caso 3 com c1=1, para Bi=15 

 

 

FIG.  5.8 Comparação entre a primeira e segunda modelagem: perfis de temperatura 

adimensional para o caso 4 com c2=1 e c3=1, para Bi=15 

 

A análise da distribuição de temperatura na vareta combustível para os casos em 

escrutínio já foi realizada na seção 5.1, e em suma, foi visto que a temperatura é 

máxima no centro do cilindro e decai ao longo da direção radial, devido ao 

resfriamento convectivo na superfície do revestimento. Ademais, o perfil de 

temperatura cresce com o tempo, conforme esperado.  

Através da análise das FIGS. 5.7 e 5.8, um dos objetivos deste trabalho é 

verificado. Observa-se que a segunda modelagem, onde a espessura do revestimento 



102 
 

é considerada, apresentou resultados coincidentes com a primeira modelagem, onde 

não considerou-se a região do material de revestimento. Por conseguinte, pode-se 

inferir que a região do material de revestimento não apresenta maiores influências 

térmicas na transferência de calor por condução na vareta combustível, já que em 

ambos os casos propostos, os resultados comparados em diferentes instantes de 

tempo apresentaram exímia concordância.    

Um parâmetro de grande interesse de engenharia é o perfil de temperatura no 

material de revestimento, ou seja, a distribuição de temperatura ao longo do tempo 

em r=1. A partir deste, o tempo crítico, que é definido como o período requerido para 

que o material de revestimento da vareta combustível atinja à sua temperatura de 

fusão, pode ser avaliado. O gráfico da FIG. 5.9 mostra a variação do tempo crítico 

com relação ao número de Biot, para as variações do termo fonte propostas neste 

trabalho, casos 3 e 4.  

A análise deste gráfico reitera a influência do número de Biot com relação ao perfil 

de temperatura local no elemento combustível. Conforme já discutido, quanto maior o 

número de Biot, maior é taxa de transferência de calor por convecção junto a 

superfície do cilindro. Consequentemente, menor será o perfil de temperatura ao longo 

do cilindro, e então, um maior período de tempo será necessário para que o 

revestimento atinja à sua temperatura de fusão. Logo, com o aumento do número de 

Biot, maior é o tempo crítico.  

Tal comportamento pode ser observado no gráfico da FIG. 5.9. O caso 3 foi plotado 

com c1=1 e o caso 4 com c2=1 e c3=1. O eixo horizontal do gráfico representa o número 

de Biot, e o eixo vertical o tempo crítico em minutos. Percebe-se que para o caso 4, o 

aumento do número de Biot não garante um crescimento significativo do tempo crítico, 

e então, uma outra maneira de intensificar o resfriamento junto a vareta combustível 

deve ser avaliada. Além disso, a análise do gráfico sugere que é mandatório ter uma 

variação precisa do termo fonte de calor, pois os casos analisados levaram a tempos 

críticos distintos. Dentro deste contexto, a solução inversa pode desempenhar um 

importante papel, conforme será discutido adiante. 
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FIG.  5.9 Variação do tempo crítico com relação ao número de Biot para os 

casos 3 e 4 

 

A primeira e a segunda modelagem levaram a tempos críticos idênticos, como não 

podia ser diferente, já que o material de revestimento não possui influência térmica 

relevante na vareta combustível.  

O número de Biot é um parâmetro adimensional, definido na segunda modelagem 

pela EQ. 3.64. Conforme visto no Apêndice 1, a análise por parâmetros concentrados 

pode ser utilizada para a maioria das aplicações de engenharia se o número de Biot 

for menor que 0,1 (OZISIK, 1993).  

Tal fato pode causar estranheza, pois nesta segunda modelagem utilizou o 

conceito de parâmetros concentrados e os resultados estão sendo apresentados para 

um Bi=15. A análise por parâmetros concentrados foi utilizada apenas para a região 

do material de revestimento e não para todo o domínio radial da vareta combustível, 

portanto, para validar a modelagem por parâmetros concentrados feita neste trabalho, 

vamos definir um número de Biot do revestimento, sendo dado por:  

 

c

c

c
k

hR
Bi                        (5.5) 

 

Observa-se que o número de Biot do revestimento já foi mencionado durante o 

desenvolvimento matemático e precisa ser bem menor que 1, condição vista na EQ. 

3.43, e que precisa ser satisfeita para a aplicação da modelagem desenvolvida. 

Obviamente, os resultados apresentados com Bi=15 não deve causar estranheza. 



104 
 

Para este número de Biot, o coeficiente de transferência de calor por convecção h é 

avaliado através da EQ. 3.64 em 8994 W/m²K. Com h determinado, avalia-se o 

número de Biot do revestimento através da EQ. 5.5, obtendo Bic=0,16.  

Portanto, dentro do que é visto em OZISIK (1993), o número de Biot do 

revestimento está próximo da faixa válida para utilizar o conceito por parâmetros 

concentrados sem maiores perdas na solução desenvolvida, e então, não há nenhuma 

anormalidade nos resultados apresentados para Bi=15.  

No trabalho de AN et al. (2014) foi visto que a solução em que se utiliza o conceito 

dos parâmetros concentrados não apresentava resultados acurados para altos 

coeficientes de transferência de calor, e então, a solução precisava ser desenvolvida 

para aumentar a sua aplicabilidade. Observa-se então, que a segunda modelagem é 

uma excelente contribuição, pois da forma como se aplicou o conceito dos parâmetros 

concentrados, apenas para a região do material de revestimento, é possível utilizar a 

solução para altos coeficientes de transferência de calor por convecção. 

 

 

5.3 RESULTADOS DA TERCEIRA MODELAGEM  

 

   

Esta seção apresenta os resultados obtidos pela solução analítico-numérica 

desenvolvida pela terceira modelagem deste trabalho, onde engloba-se o conjunto 

completo da vareta combustível, com as regiões do combustível, gap e revestimento.  

Os parâmetros típicos de um reator nuclear PWR e as propriedades termofísicas 

do material combustível e do revestimento, que são necessários para computar os 

resultados, já foram apresentados nas TABS. 5.4 e 5.5.  

Na seção anterior, o principal objetivo foi verificar a influência da região do material 

de revestimento na transferência de calor na vareta combustível, sendo que os 

resultados mostraram que o mesmo não possui relevância térmica significativa no 

problema em escrutínio. Na seção atual, onde os resultados da terceira modelagem 

são expostos, o principal objetivo é inferir acerca da região denominada “gap” na 

transferência de calor na vareta combustível. Para tal, os resultados da terceira 

modelagem são comparados com os obtidos pelas modelagens anteriores, onde a 

região do gap não foi considerada na análise térmica.  
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Conforme explicitado na seção 3.3, o método de solução da terceira modelagem é 

similar ao da segunda. Em ambas abordagens, o conjunto de equações diferenciais 

ordinárias resultantes foi avaliado numericamente, sendo que na forma matricial, 

percebeu-se diferenças apenas em alguns coeficientes. Portanto, ao verificar a 

convergência da solução obtida pela terceira modelagem, através do mesmo critério 

adotado na seção anterior, observou-se a mesma tendência de convergência dos 

resultados da segunda modelagem, muito em função da similaridade supracitada.  

A FIG. 5.10 ilustra este procedimento para as duas variações de termos fontes 

propostos neste trabalho. O gráfico apresenta o perfil de temperatura no revestimento 

ao longo do transiente de interesse para cada termo fonte variável. Novamente, as 

curvas com 10, 30 e 50 termos do somatório apresentam resultados similares, logo, 

uma expansão das autofunções com 10 termos é suficiente para prever resultados 

convergidos no transiente de interesse em ambos os casos discutidos.  

Outro aspecto interessante é observado nos gráficos da FIG. 5.10. O termo fonte 

expressado no caso 3 varia linearmente com o tempo, conforme pode ser visto na EQ. 

5.3. Logo, tal fato faz com que o perfil de temperatura local na vareta combustível 

também varie linearmente com o tempo, como mostrado na FIG. 5.10.a. Já o termo 

fonte abordado pelo caso 4, EQ. 5.4, varia exponencialmente com o tempo, e então, 

o perfil de temperatura local na vareta combustível também possui um comportamento 

exponencial ao longo do tempo, como exposto na FIG. 5.10.b.    

 

 

 

FIG.  5.10 Análise de convergência para a terceira modelagem com Bi=15 (a) 

caso 3 com c1=1 (b) caso 4 com c2=1 e c3=1 

(a) 

 

(b) 
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A FIG 5.11 compara os resultados obtidos pela terceira modelagem com as 

soluções anteriores. Nesta é possível observar os perfis de temperatura ao longo da 

região do material combustível em diferentes instantes de tempo, sendo que a FIG. 

5.11.a é para o caso 3, e a FIG. 5.11.b para o caso 4.  

Em ambos os casos, ao analisar apenas as curvas da terceira modelagem, 

percebe-se que à medida que o tempo cresce, o perfil de temperatura na região do 

combustível aumenta, de acordo com o esperado. 

 

 

 

FIG.  5.11 Perfis de temperatura ao longo da região do combustível de urânio com 

Bi=15 em diferentes instantes de tempo (a) caso 3 com c1=1 (b) caso 4 com c2=1 e 

c3=1 

 

Conforme já discutido para ambos os casos, os resultados da primeira e da 

segunda modelagem são similares, entretanto, observe pelas curvas expostas na FIG. 

5.11, que a terceira modelagem, onde o gap foi investigado, apresenta resultados 

diferentes. Por exemplo, na FIG. 5.11.a, para um mesmo tempo, o perfil de 

temperatura na região do combustível é maior na análise com o “gap” (terceira 

modelagem). Observe ainda, que a diferença passa a ser mais significante à medida 

que o tempo aumenta, conforme pode ser observado nas curvas para t’=78s em 

relação a t’=13s. 

Portanto, a região do gap possui influência no perfil de temperatura radial do 

combustível, e sobrestima o mesmo em relação as modelagens anteriores. Tal fato 

acontece devido à resistência térmica imposta pelo gap na transferência de calor na 

(a) 

 

(b) 
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vareta combustível, e como o fluxo de calor se dá no sentido do centro para a 

superfície da vareta, quando o gap não é considerado, menores temperaturas locais 

no material combustível são observadas. 

Entretanto, a região do gap não possui relevância no perfil de temperatura na 

região do material de revestimento, ou seja, no perfil de temperatura superficial da 

vareta combustível. Tal fato é constatado na análise da FIG. 5.12, observe que em 

ambos os casos analisados, o perfil de temperatura no material de revestimento obtido 

pela terceira modelagem apresentou excelente concordância com os calculados pelas 

outras modelagens.  

Como o perfil de temperatura no material de revestimento obtido pela terceira 

modelagem não apresentou grande diferença em relação as soluções anteriores, o 

tempo crítico também não irá apresentar diferenças significativas, sendo os mesmos 

já explicitados na FIG. 5.9. 

 

 

 

FIG.  5.12 Perfis de temperatura na superfície do material de revestimento ao longo 

do tempo com Bi=15 (a) caso 3 com c1=1 (b) caso 4 com c2=1 e c3=1 

 

Tais conclusões obtidas pela terceira modelagem foram investigadas na literatura 

e de acordo com YANG et al. (2013), onde esses autores analisaram não 

uniformidades circunferenciais na temperatura de parede, no fluxo de calor e no 

coeficiente de transferência de calor na superfície da vareta, o “gap” pode ser 

negligenciado para computar o perfil de temperatura na superfície do material de 

revestimento. Em contrapartida, YANG et al. (2013) mencionaram que o “gap” tem 

grande influência na distribuição de temperatura radial por causa de sua resistência 

(a) 

 

(b) 
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térmica. Portanto, as considerações de YANG et al. (2013) coincidem com os 

resultados obtidos pela terceira modelagem acerca da influência do “gap”, apesar de 

serem análises térmicas transientes com abordagens diferentes na vareta 

combustível.   

De acordo com PODDAR et al. (2015), uma considerável queda de temperatura 

ocorre na região do gap, devido à baixa condutância de calor nesta região do gás de 

preenchimento, usualmente com hélio puro, entre o combustível e o revestimento.   

A fim de ilustrar o perfil de temperatura ao longo de toda a vareta combustível na 

terceira modelagem, em ambos os casos escrutinados, a FIG. 5.13 é apresentada.  

 

 

 

FIG.  5.13 Perfis de temperatura ao longo da vareta combustível com Bi=15 (a) 

caso 3 com c1=1 em t’=52s (b) caso 4 com c2=1 e c3=1 em t’=32,5 s 

 

Observa-se pela FIG. 5.13, que para ambas as variações propostas para o termo 

fonte de calor, a temperatura diminui ao longo da direção radial da região do 

combustível, e na região do “gap” novo decaimento é observado, e no material de 

revestimento a temperatura permanece constante, devido à abordagem concentrada.   

Conforme discorrido dentro da modelagem 3, especificamente na seção 3.6, AN 

et al. (2014) investigaram o processo de fusão em uma vareta combustível nuclear 

através do método da entalpia. Os referidos autores especificaram um coeficiente de 

transferência de calor e solucionaram o problema na vareta combustível, sendo essa 

a solução em regime permanente, seguidamente, eles diminuíram o coeficiente de 

(a) 

 

(b) 

 



109 
 

transferência de calor, com o intuito de simular um possível acidente por falta de 

refrigeração, e resolveram o problema formulado novamente, simulando o transiente.  

Apesar desta abordagem ser diferente do que é feito nesta dissertação, já que 

aqui o termo fonte é variável e no trabalho dos autores citados considera-se o mesmo 

constante, a terceira modelagem pode ser utilizada com termo fonte constante, a fim 

de ser comparada com os resultados obtidos por AN et al. (2014) com mudança de 

fase na vareta combustível e propriedades constantes. 

A FIG. 5.14 mostra o perfil de temperatura ao longo do tempo em três posições 

de interesse na vareta combustível, no centro, na parede do combustível e no material 

de revestimento, para a solução obtida por AN et al. (2014) e para a modelagem 3. 

Os referidos autores calcularam o perfil de temperatura para h=34 kW/m²K, simulando 

a condição inicial em regime permanente, onde o núcleo do reator opera em condição 

normal. 

 

 

FIG.  5.14 Perfil de temperatura na vareta combustível nuclear em condição 

normal de operação 

 

Percebe-se que no problema investigado por AN et. al. (2014), assim como foi 

discutido na análise térmica com termo fonte variável desta dissertação, a temperatura 

é máxima no centro do cilindro e diminui ao longo da direção radial, conforme visto na 

FIG. 5.14, já que ao longo do tempo, a curva no centro do cilindro é maior que a da 

parede do combustível, e essa é maior que a do revestimento.  

Ainda neste gráfico, percebe-se que as duas soluções apresentaram boa 

concordância, principalmente antes de se alcançar o regime permanente. Mesmo 
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após t’=20 s, onde o estado permanente é atingido, o erro relativo máximo entre as 

duas soluções foi de aproximadamente 2%. Tal fato é esperado, pois para esta 

abordagem, AN et al. (2014) mostrou que com este coeficiente de transferência de 

calor por convecção, a mudança de fase não ocorre na vareta combustível. Logo, a 

formulação de AN et al. (2014) pelo método da entalpia contemplou apenas a fase 

sólida, assim como na formulação da terceira modelagem. 

A fim de reproduzir o problema transiente, ocasionado pelo acidente por falta de 

refrigeração na vareta combustível, AN et al. (2014) diminuíram o coeficiente de 

transferência de calor para h=0,2 kW/m²K, pois para valores maiores a mudança de 

fase não acontecia. A solução de AN et al. (2014) com mudança de fase e a terceira 

modelagem são comparadas no centro do combustível e no material de revestimento, 

conforme exposto na FIG. 5.15.    

 

 

FIG.  5.15 Perfil de temperatura na vareta combustível nuclear em condição de 

acidente por falta de refrigeração. 

 

Como visto na TAB. 5.5, as temperaturas de fusão do material combustível e do 

revestimento são respectivamente, 3120 K e 2150 K. Nos resultados obtidos por AN 

et al. (2014) mostrados na FIG. 5.15, a mudança de fase é observada no intervalo 

onde a temperatura se mantém constante. Nota-se que para o centro do combustível, 

tal fato ocorre entre aproximadamente 60 e 70 segundos, e para o revestimento entre 

30 e 40 segundos. Se o grande interesse do problema for calcular o tempo crítico, 

observa-se que a terceira modelagem, onde a mudança de fase não acontece, é 
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suficiente para prevê-lo, já que os pontos onde a mudança de estado se inicia são 

coincidentes em ambos os resultados comparados.  

No geral as soluções apresentaram boa concordância, sendo que para o intervalo 

de tempo entre 70 e 130 segundos um distanciamento maior foi observado, mas o 

erro relativo entre as duas soluções permaneceu menor que 5%. Neste período de 

tempo referido, a solução de AN et al. (2014) apresentou oscilações, que pode ser 

devido ao comportamento da solução pelo método da entalpia com discretização por 

diferenças finitas, e que pode ser uma justificativa para a variação dos resultados 

neste intervalo de tempo. Após 200 s o regime permanente é alcançado e novamente, 

os resultados são praticamente coincidentes. 

Portanto, como uma primeira observação acerca da comparação de resultados 

entre a terceira modelagem, em que não se utilizou a mudança de fase, e a solução 

apresentada por AN et al. (2014), é que apesar da grande importância dos problemas 

com mudança de fase, este fator não mostrou influenciar significativamente no 

problema térmico na vareta combustível. Na TAB. 5.5 foram mostradas as 

propriedades termofísicas médias para o combustível e o revestimento no estado 

sólido, sendo que para o estado líquido os valores não se alteram largamente, o que 

justifica a similaridade dos resultados obtidos pela modelagem 3 com os de AN et al. 

(2014). 

Ao analisar as curvas de temperatura da parte interna e externa do material de 

revestimento ao longo do tempo no trabalho de AN et al. (2014), percebe-se que a 

variação entre elas é insignificante, ou seja, o gradiente de temperatura no material 

de revestimento é extremamente pequeno, o que reitera os resultados obtidos pela 

segunda modelagem deste trabalho, onde verificou-se que o revestimento não 

desempenha um papel térmico importante na vareta combustível. 

 

 

5.4 RESULTADOS DO PROBLEMA INVERSO  

 

 

Os resultados apresentados nas seções anteriores investigaram a transferência 

de calor transiente por condução na vareta combustível, quando todas as informações 

casuais do problema foram tratadas como conhecidas. Foi visto que as formas 
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funcionais expressadas nos casos 3 e 4, EQS. 5.3 e 5.4, representam melhor a física 

do problema de geração de energia na vareta combustível.  

A análise inversa neste trabalho possui o intuito de estimar o termo fonte variável 

no combustível, expressados nos casos 3 e 4. Especificamente, busca-se estimar o 

parâmetro c1 para o caso 3, e c2 e c3 para o caso 4. O termo fonte constante 

adimensional (G*) já é conhecido.  

Ao estimar os parâmetros c1, c2 e c3, o termo fonte variável pode ser avaliado ao 

longo do transiente em qualquer posição do combustível. Tal fato é muito importante, 

pois conforme supracitado, se o termo fonte de calor variável é conhecido, a 

distribuição de temperatura transiente na vareta combustível pode ser obtida, o que é 

fundamental para a operação do reator nuclear.  

Portanto, o problema inverso apresentado neste trabalho possui grande aplicação 

para o problema térmico do reator nuclear, pois se um sensor estiver disponível para 

capturar medidas transientes na superfície do cilindro, a determinação do termo fonte 

variável passa pela solução do problema inverso por estimação de parâmetros 

desconhecidos para uma função de teste. Por exemplo, a EQ. 5.4 é uma função de 

teste com parâmetros c2 e c3 à serem determinados, a fim de ajustar a curva das 

temperaturas estimadas pelo problema direto, com a curva das temperaturas medidas 

pelo sensor, até minimizar a função objetivo.  

Os parâmetros são estimados pela técnica determinística de Levenberg-

Marquardt (OZISIK & ORLANDE, 2000), e pelo método estocástico PSO (COLAÇO et 

al., 2006). Conforme visto na seção 4.3, antes de começar as estimativas dos 

parâmetros, recomenda-se realizar a análise de sensibilidade para saber se os 

mesmos podem ser estimados e qual o melhor intervalo de tempo para a solução 

inversa.  

Conforme explicitado na seção 4.2, são gerados dados pseudoexperimentais com 

ruídos devido à indisponibilidade de medidas reais de temperaturas transientes na 

parede da vareta combustível, a fim de verificar a acurácia dos métodos de solução 

do problema inverso na vareta combustível. O problema direto para a solução inversa 

é dado pela terceira modelagem deste trabalho, pois essa é a mais completa para a 

vareta combustível. O problema inverso é investigado para um número de Bi=15, e a 

posição de medida, rsensor, é na superfície da vareta. 
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Para a primeira função de teste, vista no caso 3, EQ. 5.3, tem-se um problema 

inverso linear, onde a matriz jacobiana não é função do parâmetro c1 à ser estimado.  

A FIG. 5.16 mostra a análise de sensibilidade para o caso 3. Observa-se nesta a 

variação do determinante JTJ ao longo do tempo, em que se considera I=100, que é o 

número total de medidas. Percebe que a magnitude do determinante de JTJ aumenta 

continuamente no tempo, e que para tempos menores que um, o seu valor é próximo 

de zero, o que pode fazer com que o problema inverso seja mal condicionado (OZISIK 

& ORLANDE, 2000). Evidentemente, esta primeira análise envolve a estimativa de 

apenas um parâmetro, o que não deve causar maiores problemas para a solução, 

todavia, um tempo adequado para o experimento é 2<t<4. 

 

FIG.  5.16 Determinante de JTJ para a função de teste expressada no caso 3 

 

De modo a verificar a metodologia do problema inverso para estimativa de 

parâmetros na vareta combustível, os parâmetros conhecidos previamente são 

utilizados para gerar as temperaturas pseudoexperimentais com ruídos, e essas 

comparadas com as temperaturas estimadas pelo problema direto, ao longo do 

procedimento iterativo. Através desta abordagem é possível comparar as rotinas de 

otimização desenvolvidas. 

Para gerar os pontos pseudoexperimentais foi utilizado o parâmetro c1=1, sendo 

este considerado o valor real do parâmetro. Para as temperaturas estimadas, utilizou-

se uma estimativa inicial com c1=30 no método determinístico de Levenberg-

Marquardt, ou seja, trinta vezes maior que o parâmetro real. E na técnica estocástica 

do PSO, usou-se uma população com 50 indivíduos, com limite inferior igual à 0,1 e 
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limite superior igual a 30. Utilizou-se α1=0,5 e β1=1 (COLAÇO et al., 2006). Os 

critérios de parada são vistos nas EQS. 4.19 e 4.20, onde a tolerância para o critério 

da discrepância foi igual à 0,00009.  

Os resultados para a estimativa do parâmetro c1 pelo método de Levenberg-

Marquardt e do PSO são mostrados nas TABS. 5.7 e 5.8, respectivamente. 

 

TAB. 5.6 Caso 3: parâmetro real utilizado para gerar os dados 

pseudoexperimentais, estimativa inicial e a população inicial utilizado para computar 

as temperaturas estimadas pelos métodos de otimização 

Parâmetro real 
Levenberg-Marquardt PSO 

Estimativa inicial População inicial 

c1=1 c1=30 0.1<c1<30 

 

TAB. 5.7 Caso 3: resultados para a estimativa do parâmetro c1 pelo método de 

Levenberg-Marquardt 

Ruído 
Iterações 

(k) 

c1 

Função 

objetivo 

S(k) 

Erro 

máximo=max|Y-

θestimado| 

Tempo 

computacional 

(s) 
Estimado 

Erro 

relativo 

(%) 

1% 3 0,999970 -0,002992 0,000903 0,004969 0,950256 

5% 53 1,001979 0,197948 0,026430 0,025548 2,544438 

10% 53 0,995815 -0,418519 0,082243 0,053538 2,652131 

 

TAB. 5.8 Caso 3: resultados para a estimativa do parâmetro c1 pelo método do 

PSO 

Ruído 
Iterações 

(k) 

c1 
Função 

objetivo 

S(k) 

Erro 

máximo=max|Y-

θestimado| 

Tempo 

computacional 

(s) 
Estimado 

Erro 

relativo 

(%) 

1% 9 0,998553 -0,144692 0,000923 0,005488 15,500559 

5% 65 1,001979 0,197948 0,026430 0,025548 117,111407 

10% 61 0,995815 -0,418519 0,082243 0,053538 113,860811 
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A partir dos resultados expostos nas TABS. 5.7 e 5.8, percebe-se que em todos 

os níveis de ruídos introduzidos, o erro relativo entre o parâmetro c1 estimado e o real 

é menor que 0,5%, o que mostra que os métodos empregados para estimar o 

parâmetro desejado no problema térmico da vareta combustível foram executados 

com excelência. 

Observa-se que em ambos os métodos de solução do problema inverso, o 

procedimento iterativo só é parado pelo critério da discrepância quando o nível de 

ruído é igual a 1%. Para os níveis de ruído iguais à 5% e 10%, o critério de parada 

deu-se pelo fato da função objetivo ter se estabilizado durante 50 iterações 

consecutivas.  

Na técnica de Levenberg-Marquardt, TAB. 5.7, com 1% de ruído o método 

converge logo com 3 iterações, e para 5% e 10% são necessárias 53 iterações. À 

medida que o nível de ruído cresce, o valor minimizado da função objetivo aumenta, 

assim como o erro máximo, que é definido como a diferença máxima entre as 

temperaturas medidas (pseudoexperimentais) e as temperaturas estimadas. 

Entretanto, observa-se que em todos os casos analisados, o erro relativo do 

parâmetro estimado é praticamente nulo, o que mostra que o nível de ruído não 

influenciou na estimativa do parâmetro c1.  

Ainda na TAB. 5.7, percebe-se que o método de Levenberg-Marquardt possui 

baixo custo computacional, com rápida convergência, sendo que com 1% de ruído 

são gastos 0,95 s, e mesmo para 10% de ruído o tempo computacional foi de apenas 

2,65 s. Em suma, devido à característica determinística do método de Levenberg-

Marquardt, à medida que o nível de ruído aumenta, todas as variáveis analisadas 

passaram a ter erros crescentes, entretanto esses são bem menores que o níveis de 

ruídos introduzidos, o que reitera a eficiência do método de Levenberg-Marquardt.  

No método do PSO, TAB. 5.8, com 1% de ruído o método converge com 9 

iterações, e para 5% e 10% são necessárias respectivamente, 65 e 61 iterações. 

Novamente, a medida que o nível de ruído cresce, o valor minimizado da função 

objetivo aumenta, assim como o erro máximo. Todavia, em todos os casos analisados, 

o erro relativo do parâmetro estimado é praticamente nulo, o que mostra que o nível 

de ruído também não influenciou na estimativa do parâmetro c1 no método do PS0.  

Em contrapartida, percebe-se na TAB. 5.8 que o método do PSO possui maior 

custo computacional em relação ao método de Levenberg-Marquardt, o que é 
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esperado, devido à natureza estocástica daquele, e que foi abordada no capítulo 4. 

Por exemplo, para 5% de ruído o tempo computacional do PSO foi 46 vezes maior 

que o do Levenberg-Marquardt. Entretanto, apesar desta alta relação, o tempo 

computacional para este nível de ruído no PSO ainda foi menor que 2 minutos.    

Nota-se na TAB. 5.8, que o número de iterações e o tempo computacional para o 

nível de ruído com 5% foram relativamente superiores aos apresentados com 10% de 

ruído. Tal fato é explicado pela característica randômica dos métodos estocásticos, 

pois mesmo com a tendência do erro aumentar com o nível do ruído, neste caso a 

população com 10% de ruído conseguiu se aproximar mais rapidamente do seu ponto 

ótimo global, justificado pelo fato de que o aprimoramento da solução tende à ser mais 

difícil com o ruído igual à 10%, e então a estabilização da função objetiva é 

ligeiramente mais rápida, sendo que o critério de parada foi dado pela estabilização 

da função objetiva durante 50 iterações subsequentes. Por isso, tal comportamento 

para o número de iterações e o tempo computacional foi observado. Entretanto, nota-

se que não foi nada muito discrepante.  

Em suma, os métodos utilizados para a solução do problema inverso foram 

satisfatórios, e para um mesmo nível de ruído, o parâmetro estimado por ambos os 

métodos teve resultados similares, principalmente para os níveis de ruído iguais à 5% 

e 10%. A principal diferença deu-se no tempo computacional, e neste aspecto, o 

método determinístico de Levenberg-Marquardt apresenta grande vantagem em 

relação ao método estocástico do PSO.  

As FIGS. 5.17 e 5.18 mostram a minimização da função objetivo ao longo do 

procedimento iterativo para estimativa do parâmetro c1 nos métodos de Levenberg-

Marquardt e PSO, respectivamente.  
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FIG.  5.17 Caso 3: minimização da função objetivo com diferentes níveis de ruído ao 

longo do processo iterativo pelo método de Levenberg-Marquardt 

 

 

 

FIG.  5.18 Caso 3: minimização da função objetivo com diferentes níveis de 

ruído ao longo do processo iterativo pelo método do PSO 
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A análise das FIGS. 5.17 e 5.18 reitera o que tinha sido explicitado acerca da 

minimização da função objetiva, onde nota-se que a maior minimização desta ocorre 

para o menor percentual de ruído. Ademais, fica claro que apenas com 1% de ruído a 

convergência deu-se pelo critério da discrepância, sendo que nos outros casos a 

convergência dos resultados se deu pela estabilização da função objetivo por 50 

iterações consecutivas. 

As FIGS. 5.19, 5.20 e 5.21 mostram respectivamente, o histórico do parâmetro c1 

ao longo do processo iterativo para o método de Levenberg-Marquardt com 1%, 5% e 

10% de ruído, sendo possível observar o desenvolvimento do parâmetro desde o valor 

inicial arbitrado até o valor estimado. Observa-se que mesmo para os casos com 5% 

e 10% de ruído, logo na segunda iteração o parâmetro à ser estimado já se aproxima 

do valor real.  

 

 

FIG.  5.19 Caso 3: evolução do parâmetro c1 ao longo das iterações no método 

de Levenberg-Marquardt com 1% de ruído. 
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FIG.  5.20 Caso 3: evolução do parâmetro c1 ao longo das iterações no método 

de Levenberg-Marquardt com 5% de ruído. 

 

 

FIG.  5.21 Caso 3: evolução do parâmetro c1 ao longo das iterações no método 

de Levenberg-Marquardt com 10% de ruído. 
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Conforme mencionado na seção 4.4.2 acerca do método do PSO, este tem como 

base a comunicação entre as partículas, onde após cada iteração, cada elemento 

verifica sua posição atual em relação a melhor posição global de todo o enxame, e 

então segue por meio de um elemento velocidade na direção desta. Tal 

comportamento evolucionário pode ser visto nas FIGS. 5.22, 5.23 e 5.24, onde essas 

foram plotadas para o ruído máximo. Na FIG. 5.22 é mostrada a população inicial 

randômica, já na FIG. 5.23 é vista a população após a segunda iteração, e na FIG. 

5.24 tem-se a população final quando o método converge, onde todos os elementos 

estão em torno do ótimo global, que é o valor de c1 estimado. 

 

 

FIG.  5.22 Caso 3: população inicial com 50 indivíduos no método do PSO com 

10% de ruído 
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FIG.  5.23 Caso 3: população com 50 indivíduos após a segunda iteração no 

método do PSO com 10% de ruído 

 

 

FIG.  5.24 Caso 3: população final com 50 indivíduos no método do PSO com 

10% de ruído 
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Pelas FIGS. 5.19 à 5.21, percebe-se o caráter determinístico do método de 

Levenberg-Marquardt, em busca da determinação do parâmetro c1 após a estimativa 

inicial. Já pelas FIGS. 5.22 à 5.24, observa-se a natureza estocástica do método PSO, 

onde a cada iteração uma nova população randômica é criada mais próxima da ótima 

solução.   

Após o parâmetro c1 ser estimado, o termo fonte variável proposto no caso 3, EQ. 

5.3, é computado ao longo do transiente, e então obtém-se a curva das temperaturas 

estimadas pelo problema inverso. As FIGS. 5.25, 5.26 e 5.27 comparam as curvas 

das temperaturas estimadas, exatas e pseudoexperimentais para o método de 

Levenberg-Marquardt, com 1%, 5% e 10% de ruído, respectivamente. Já as FIGS. 

5.28, 5.29 e 5.30 comparam as curvas das temperaturas estimadas, exatas e 

pseudoexperimentais para o método do PSO, com 1%, 5% e 10% de ruído, 

respectivamente.  

 

 

FIG.  5.25 Caso 3: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método de Levenberg-Marquardt com 1% de ruído 
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FIG.  5.26 Caso 3: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método de Levenberg-Marquardt com 5% de ruído 

 

FIG.  5.27 Caso 3: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método de Levenberg-Marquardt com 10% de 

ruído 
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FIG.  5.28 Caso 3: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método do PSO com 1% de ruído 

 

 

FIG.  5.29 Caso 3: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método do PSO com 5% de ruído 
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FIG.  5.30 Caso 3: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método do PSO com 10% de ruído 

 

Novamente, os gráficos expostos autenticam a excelência dos métodos de 

Levenberg-Marquardt e do PSO na solução do problema inverso em escrutínio, pois 

para todos níveis de ruídos, a solução estimada apresentou exímia concordância com 

a solução exata, que é obtida com o parâmetro c1 real, conforme visto nas FIGS. 5.25 

à 5.30. 

Para a segunda forma funcional de teste, vista no caso 4, EQ. 5.4, tem-se um 

problema inverso não linear, onde a matriz jacobiana é função dos parâmetros c2 e c3 

à serem estimados. Portanto, no caso do método determinístico de Levenberg-

Marquardt a matriz jacobiana precisa ser atualizada a cada iteração. Evidentemente, 

para o método estocástico do PSO tal fato é dispensável, já que este não depende do 

cálculo da matriz jacobiana. 

A FIG. 5.31 mostra a análise de sensibilidade para a segunda função de teste. 

Observa-se nesta, que os coeficientes de sensibilidade dos parâmetros c2 e c3 não 

apresentam dependência linear neste intervalo de tempo, o que favorece a estimativa 

dos parâmetros (OZISIK & ORLANDE, 2000). Observou-se que para t>0,5, o 

determinante da matriz JTJ assume valores cada vez mais crescentes, entretanto, a 
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sensibilidade do parâmetro c2 em relação a c3 é pequena, pois enquanto os 

coeficientes de sensibilidade de c3 apresentam magnitude cada vez maior, os de c2 se 

mantém praticamente constante ao longo do tempo, o que dificulta a estimativa dos 

parâmetros. Portanto, o tempo considerado na análise foi 0,005<t<0,5, com I=100. 

Nesta abordagem o determinante de JTJ foi da ordem de 10-2. 

 

 

FIG.  5.31 Coeficientes de sensibilidade para a função de teste expressada no 

caso 4. 

 

Para gerar os pontos pseudoexperimentais foi utilizado o parâmetro c2=1 e c3=1. 

Para as temperaturas estimadas no método determinístico de Levenberg-Marquardt, 

utilizou-se uma estimativa inicial com c2=15 e c3=15, ou seja, quinze vezes maior que 

os parâmetros reais. E na técnica estocástica do PSO, usou-se uma população com 

50 indivíduos, com limites inferiores iguais à 0,1 e limites superiores iguais à 15, para 

cada parâmetro à ser estimado. Utilizou-se α1=0,5 e β1=1 (COLAÇO et al., 2006). Os 

critérios de parada são vistos nas EQS. 4.19 e 4.20, onde a tolerância para o critério 

da discrepância foi igual à 0,0002. 

Os resultados para a estimativa dos parâmetros c2 e c3 pelo método de Levenberg-

Marquardt e do PSO são mostrados nas TABS. 5.10 e 5.11, respectivamente. 
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TAB. 5.9 Caso 4: parâmetros reais utilizados para gerar os dados 

pseudoexperimentais, estimativas iniciais e populações iniciais utilizados para 

computar as temperaturas estimadas pelos métodos de otimização 

Parâmetro real 
Levenberg-Marquardt PSO 

Estimativa inicial População inicial 

c2=1 ; c3=1  c2=15 ; c3=15  0.1<c2<15 ; 0.1<c3<15 

   

TAB. 5.10 Caso 4: resultados para a estimativa dos parâmetros c2 e c3 pelo 

método de Levenberg-Marquardt 

 

 

TAB. 5.11 Caso 4: resultados para a estimativa dos parâmetros c2 e c3 pelo 

método do PSO 

 

 

A partir dos resultados expostos nas TABS. 5.10 e 5.11, nota-se que para todos 

os níveis de ruídos, o erro relativo dos parâmetros c2 e c3 estimados são bem menores 

que o nível de ruído introduzido, o que mostra que os métodos empregados para 

estimar os parâmetros desejados no problema térmico da vareta combustível 

obtiveram resultados satisfatórios. 

Tanto no método de Levenberg-Marquardt quanto no PSO, a convergência dos 

resultados só é obtida pelo critério da discrepância quando o nível de ruído é igual a 

1%. Para os níveis de ruído iguais à 5% e 10%, o critério de parada é pela 

estabilização da função objetivo durante 50 iterações consecutivas.  
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Na técnica de Levenberg-Marquardt, TAB. 5.10, com 1% de ruído o método 

converge com 10 iterações, e para 5% e 10% são necessárias 60 iterações. À medida 

que o nível de ruído aumenta, o valor minimizado da função objetivo aumenta, assim 

como o erro máximo. Entretanto, observa-se que em todos os casos analisados, o 

erro relativo dos parâmetros estimados é pequeno, e mesmo com 10% de ruído, o 

erro relativo observado foi de 3,5% para o parâmetro c2 e 1,86% para o parâmetro c3, 

ambos bem menores que o nível de ruído introduzido. 

Pela TAB. 5.10, percebe-se ainda que o método de Levenberg-Marquardt possui 

baixo tempo computacional, com rápida convergência, sendo que com 1% de ruído 

são gastos apenas 1,5 s, e mesmo para 10% de ruído o tempo computacional foi de 

apenas 5,03 s. Com 5 e 10% de ruído o tempo computacional é praticamente idêntico, 

até mesmo porque o número de iterações são iguais e o método é determinístico.  

No método do PSO, TAB. 5.11, com 1% de ruído o método converge com 17 

iterações, e para 5% e 10% são necessárias 67 iterações. Novamente, a medida que 

o nível de ruído cresce, o valor minimizado da função objetivo aumenta, assim como 

o erro máximo. Entretanto, em todos os casos analisados, o erro relativo do parâmetro 

estimado é baixo, assim como observado no método de Levenberg-Marquardt. Nota-

se que para 5 e 10% de ruído, os parâmetros estimados por ambos os métodos 

geraram erros relativos idênticos.  

A grande diferença entre os métodos usados para a solução do problema inverso 

é com relação ao tempo computacional, percebe-se que o método do PSO possui 

maior custo computacional em relação ao método de Levenberg-Marquardt, o que é 

esperado devido à natureza estocástica do PSO. Por exemplo, para 10% de ruído o 

tempo computacional do PSO foi 25 vezes maior que o do Levenberg-Marquardt. 

Ainda assim, apesar desta alta relação, o tempo computacional para este nível de 

ruído no PSO foi de pouco mais que 2 minutos.    

Observa-se na TAB. 5.11, que o erro relativo do parâmetro c2 com 5% foi menor 

que o mesmo com 1% de ruído, e o tempo computacional para o nível de ruído com 

5% foi menor que o apresentado com 10% de ruído. Isso mostra a natureza randômica 

do método PSO, pois a tendência do erro é aumentar com o nível do ruído, conforme 

já foi abordado no caso anterior.  

Os métodos utilizados para a solução do problema inverso no caso 4 obtiveram 

resultados satisfatórios, e para um mesmo nível de ruído, os parâmetros estimados 
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por ambos os métodos teve resultados similares, principalmente para os níveis de 

ruído iguais à 5% e 10%. A principal diferença deu-se no tempo computacional, e 

neste aspecto, o método determinístico de Levenberg-Marquardt possui grande 

vantagem em relação ao método estocástico do PSO.  

As FIGS. 5.32 e 5.33 mostram a minimização da função objetivo ao longo do 

procedimento iterativo para a estimativa dos parâmetros c2 e c3 nos métodos de 

Levenberg-Marquardt e PSO, respectivamente.  

 

 

FIG.  5.32 Caso 4: minimização da função objetivo com diferentes níveis de 

ruído ao longo do processo iterativo de Levemberg-Marquardt 

 

A partir da análise das FIGS. 5.32 e 5.33 fica claro o comportamento da 

minimização da função objetiva com relação ao nível de ruído, onde o menor resíduo 

é encontrado para o menor percentual de ruído, o que acarreta em um melhor 

refinamento da solução do problema inverso. Fica evidente que em ambos os métodos 

de solução, apenas com 1% de ruído o critério de parada foi pela discrepância, sendo 

que nos outros níveis de ruídos a convergência deu-se pela estabilização da função 

objetivo dentro da tolerância estipulada por 50 iterações consecutivas. 
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FIG.  5.33 Caso 4: minimização da função objetivo com diferentes níveis de 

ruído ao longo do processo iterativo pelo método do PSO 

 

As FIGS. 5.34, 5.35 e 5.36 expõem respectivamente, o histórico dos parâmetros 

c2 e c3 ao longo do procedimento iterativo para o método de Levenberg-Marquardt com 

1%, 5% e 10% de ruído, desde o valor inicial arbitrado até o valor estimado. 
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FIG.  5.34 Caso 4: evolução do parâmetro c2 e c3 ao longo das iterações no 

método de Levenberg-Marquardt com 1% de ruído 

 

 

FIG.  5.35 Caso 4: evolução do parâmetro c2 e c3 ao longo das iterações no 

método de Levenberg-Marquardt com 5% de ruído 
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FIG.  5.36 Caso 4: evolução do parâmetro c2 e c3 ao longo das iterações no 

método de Levenberg-Marquardt com 10% de ruído 

 

As FIGS. 5.37, 5.38 e 5.39 mostram o comportamento evolucionário do método 

do PSO para estimativa dos parâmetros c2 e c3, onde essas foram plotadas para o 

maior nível de ruído analisado. Na FIG. 5.37 é vista a população inicial randômica para 

cada parâmetro, já na FIG. 5.38 é mostrada a população após a terceira iteração, e 

na FIG. 5.39 é apresentada a população final quando o método converge, onde os 

elementos estão em torno do ótimo global de cada parâmetro estimado. 
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FIG.  5.37 Caso 4: população inicial com 50 indivíduos no método do PSO com 

10% de ruído 

 

 

FIG.  5.38 Caso 4: população com 50 indivíduos após a terceira iteração no 

método do PSO com 10% de ruído 
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FIG.  5.39 Caso 4: população final com 50 indivíduos no método do PSO com 

10% de ruído 

  

Pelas FIGS. 5.34 à 5.36, novamente percebe-se o caráter determinístico do 

método de Levenberg-Marquardt, em busca da determinação dos parâmetro c2 e c3 

após a estimativa inicial. Já pelas FIGS. 5.37 à 5.39, observa-se a característica 

estocástica do método PSO, onde a cada iteração uma nova população randômica é 

criada mais próxima da ótimo solução de cada parâmetro.   

Após os parâmetro c2 e c3 serem estimados, o termo fonte variável proposto no 

caso 4 é computado ao longo do transiente, e então obtém-se a curva das 

temperaturas estimadas pelo problema inverso. As FIGS. 5.40, 5.41 e 5.42 comparam 

as curvas das temperaturas estimadas, exatas e pseudoexperimentais para o método 

de Levenberg-Marquardt, com 1%, 5% e 10% de ruído, respectivamente. Já as FIGS. 

5.43, 5.44 e 5.45 comparam as curvas das temperaturas estimadas, exatas e 

pseudoexperimentais para o método do PSO, com 1%, 5% e 10% de ruído, 

respectivamente. 
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FIG. 5.40 Caso 4: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método de Levenberg-Marquardt com 1% de ruído 

 

FIG. 5.41 Caso 4: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método de Levenberg-Marquardt com 5% de ruído 



136 
 

 

FIG. 5.42 Caso 4: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método de Levenberg-Marquardt com 10% de 

ruído 

 

FIG. 5.43 Caso 4: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método do PSO com 1% de ruído 
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FIG. 5.44 Caso 4: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método do PSO com 5% de ruído 

 

 

FIG. 5.45 Caso 4: comparação entre as temperaturas estimadas, 

pseudoexperimentais e exatas no método do PSO com 10% de ruído 
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Observa-se que para ambos os métodos com 1% e 5% de ruído, a solução 

estimada é praticamente idêntica à solução exata. Com 10% de ruído observa-se que 

a solução estimada apresenta pequeno desvio em relação à solução exata, tal fato 

acontece pois em ambos os métodos, o erro relativo dos parâmetros c2 e c3 foram 

respectivamente, 3,5% e 1,6%. Entretanto, o desvio entre a solução exata e estimada 

é bem menor que o percentual de ruído introduzido, o que reitera o êxito dos métodos 

de Levenberg-Marquardt e do PSO na solução do problema inverso na vareta 

combustível.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     



139 
 

6 CONCLUSÕES E SUGESTÕES  

 

 

6.1 CONCLUSÕES 

 

 

A dissertação consistiu-se na análise térmica do processo de geração de energia 

em varetas combustíveis nucleares cilíndricas. Foi visto que em caso de um acidente 

nuclear, o comportamento térmico da pastilha combustível é essencialmente 

determinado pela solução da equação da condução de calor. 

O problema transiente abordado neste trabalho é ocasionado por uma falha no 

sistema de barras de controle do reator nuclear, que acarreta em um fluxo 

descontrolado de nêutrons, e então, o termo fonte de calor volumétrico passa a ser 

variável. Apesar das soluções terem sido construídas a partir desta abordagem, as 

modelagens desenvolvidas neste trabalho são úteis para outros problemas de 

interesse, como por exemplo o transiente após o desligamento do reator, ou no caso 

de uma simulação de um acidente por falta de refrigeração, onde o coeficiente de 

transferência de calor entre o revestimento e o fluido refrigerante passa a ser menor. 

Em suma, se o termo fonte é conhecido, as modelagens desenvolvidas podem ser 

aplicadas. 

Outro ponto a se destacar, é que os resultados foram apresentados a partir dos 

parâmetros típicos de um reator nuclear PWR, entretanto as modelagens 

desenvolvidas podem ser utilizadas para qualquer outro tipo de reator nuclear, em que 

as varetas combustíveis possuem o mesmo padrão apresentado neste trabalho. 

A dissertação também apresentou um problema de transferência de calor inverso 

para a vareta combustível, com o intuito de estimar o termo fonte variável. O problema 

inverso apresentado mostrou ter grande aplicação para a análise térmica no reator 

nuclear, pois se um sensor estiver disponível para medir as temperaturas na superfície 

da vareta combustível, o termo fonte variável pode ser estimado pela análise inversa, 

e então, a distribuição de temperatura transiente no cilindro pode ser obtida pelo 

problema direto, e a partir desta, vários parâmetros de interesse podem ser 

analisados, como por exemplo o tempo crítico, que é o período gasto para o material 

de revestimento se fundir.  
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Tal fato é extremamente importante, pois o material de revestimento é a primeira 

barreira para impedir a liberação de materiais radioativos no meio ambiente. Logo, se 

o termo fonte é estimado com acurácia, o tempo crítico pode ser estimado em caso 

de um acidente nuclear, o que auxilia no sistema operacional e de segurança da 

central nuclear. Ademais, uma acurada distribuição de temperatura na vareta 

combustível é importante, pois ela é essencial para toda a física envolvida no processo 

de geração de energia nos reatores nucleares, sendo fundamental para a alta 

performance do processo.  

A primeira modelagem apresentada nesta dissertação consistiu-se em uma 

solução analítica, em que a espessura do material de revestimento e do “gap” não 

foram levadas em consideração na análise térmica. A solução geral para o perfil de 

temperatura ao longo do combustível foi coincidente com a obtida por 

BHATTACHARYA et al. (2001), o que mostrou a grande concordância entre a técnica 

da Transformada Integral, utilizada nesta dissertação, e o método das Funções de 

Green, usado pelos autores supracitados. Tal fato é esperado, já que ambos os 

métodos de solução são baseados em uma expansão de autofunções.  

A solução desenvolvida na primeira modelagem mostrou ser útil, pois 

independentemente da forma como o termo fonte variável é tratado, com respeito ao 

tempo e ao espaço, o perfil de temperatura pode ser obtido. Além disso, a solução 

mostrou grandes aspectos de convergência, já que para os casos analisados, uma 

expansão das autofunções com 40 termos foram suficientes para obter resultados 

totalmente convergidos em uma aproximação de seis dígitos de precisão. Em geral, a 

taxa de convergência mostrou ser muito rápida, e acredita-se que a ferramenta 

desenvolvida pode ser uma boa alternativa para abordagens mais envolvidas, tais 

como métodos puramente numéricos, que são baseados em aproximação de 

elementos finitos ou diferenças finitas.  

Ainda dentro da primeira modelagem, foram propostos dois termos fontes de calor 

variáveis, expressados pelos casos 3 e 4, a fim de reproduzir a física do problema 

térmico em escrutínio no reator nuclear, principalmente para baixos valores de tempo.  

A segunda modelagem tratou-se de uma solução analítico-numérica, em que o 

material de revestimento passou a ser levado em conta na análise térmica. Este foi 

modelado através da análise por parâmetros concentrados. O modelo foi solucionado 



141 
 

analiticamente pelo método da Transformada Integral, e o sistema de equações 

diferenciais ordinárias resultante foi avaliado numericamente. 

O principal intuito da segunda modelagem foi inferir acerca da região do material 

de revestimento no problema térmico investigado, através da comparação com a 

primeira modelagem. Neste aspecto, viu-se que a região do material de revestimento 

não apresenta maiores influências térmicas na transferência de calor por condução 

na vareta combustível, já que os resultados comparados apresentaram exímia 

concordância.  

Ademais, foi visto no trabalho de AN et al. (2014), que o modelo utilizando o 

conceito por parâmetros concentrados não apresentava resultados precisos para 

elevados coeficiente de transferência de calor entre o revestimento e o fluido 

refrigerante, e então, a solução precisava ser desenvolvida para aumentar a sua 

aplicabilidade. Da forma como se aplicou o conceito dos parâmetros concentrados 

nesta dissertação, apenas para a região do material de revestimento, e não em todo 

o conjunto da vareta, é possível utilizar a solução para altos coeficientes de 

transferência de calor por convecção entre o revestimento e o combustível, sendo 

essa uma importante contribuição, conforme explicitado na seção 5.2. Por exemplo, 

os resultados apresentados foram para um típico Bi=15, que reproduz um coeficiente 

de transferência de calor de aproximadamente 9000 W/m2K.  

A terceira modelagem foi a mais completa para o conjunto da vareta combustível, 

sendo incluído a região do gap. A solução desenvolvida foi bem similar à segunda 

modelagem. O principal objetivo da terceira modelagem foi inferir com relação a região 

do “gap” na transferência de calor por condução na vareta combustível, através da 

comparação de seus resultados com os da modelagens anteriores, em que o gap não 

foi levado em consideração.  

Dentro deste contexto, foi visto que a região do gap influencia no perfil de 

temperatura radial do combustível, e sobrestima o mesmo em relação aos 

apresentados pela primeira e segunda modelagem. Tal fato é devido à resistência 

térmica imposta pelo gap na transferência de calor na vareta combustível. 

Entretanto, a região do gap não possui relevância significativa no perfil de 

temperatura superficial do cilindro, ou seja, na região do material de revestimento. 

Logo, se o principal interesse for o cálculo do tempo crítico, o gap não possui maiores 

influências. 
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Os resultados para a terceira modelagem mostraram que essa possui baixo custo 

computacional, com uma rápida taxa de convergência para o transiente de interesse. 

A terceira solução além de contemplar todas as regiões da vareta combustível, é 

extremamente útil pois independente da variação proposta para o termo de geração 

de calor, o perfil de temperatura pode ser avaliado ao longo do cilindro. 

Ainda dentro da terceira modelagem, foram comparados os resultados obtidos 

com termo fonte constante com a solução de AN et al. (2014), onde esses consideram 

a mudança de fase na vareta combustível. Foi visto que no geral, os resultados 

apresentaram boa concordância, e então, como uma primeira observação, é que 

apesar da grande importância dos problemas com mudança de fase, aparentemente 

este fator não influencia significativamente no problema térmico na vareta 

combustível.    

Dentro da análise térmica na vareta combustível, foi visto que o número de Biot 

pode desempenhar um importante papel a fim de aumentar o tempo crítico, o que 

pode ser um aspecto interessante a fim de evitar ou amenizar os efeitos de um 

acidente nuclear.  

A análise inversa teve o objetivo de estimar o termo fonte de calor variável no 

material combustível, para as funções testes expressadas no caso 3 e 4, e mostrar a 

sua aplicabilidade a fim de se obter uma acurada distribuição de temperatura na 

vareta. Especificamente, bastava-se estimar os parâmetros c1, c2 e c3, e então o termo 

de geração podia ser avaliado ao longo do transiente em qualquer posição do 

combustível.  

O problema direto foi dado pela terceira modelagem, já que essa é a mais 

completa para o conjunto da vareta combustível, e os métodos de solução utilizados 

para o problema inverso foram o de Levenberg-Marquardt e o PSO, onde os seus 

algoritmos computacionais foram implementados no software MATLAB.  

Devido a indisponibilidade de temperaturas reais na superfície do cilindro, foram 

geradas dados pseudoexperimentais com ruídos, a fim de verificar a eficiência dos 

métodos de solução do problema inverso na vareta combustível. Em ambos os casos 

analisados, os métodos de Levenberg-Marquardt e do PSO apresentaram resultados 

satisfatórios, principalmente para 1% e 5% de ruído. Mesmo com 10% de ruído, os 

parâmetros estimados não provocaram grande desvio entre à solução exata e a 

estimada, sendo esse bem menor que o nível de ruído introduzido. No geral, a solução 
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inversa mostrou ser extremamente útil para a análise térmica na vareta combustível, 

e os métodos utilizados apresentaram resultados satisfatórios em ambos os casos 

investigados. 

Dentro dos resultados apresentados pelos métodos de solução do problema 

inverso, foi possível perceber claramente o caráter determinístico da técnica de 

Levenberg-Marquardt, e da natureza estocástica do método do PSO, ao longo do 

processo iterativo para estimação dos parâmetros. Em relação aos erros relativos e 

aos valores minimizados da função objetivo, ambos os métodos de solução tiveram 

resultados similares. A principal diferença observada foi com relação ao tempo 

computacional, onde neste aspecto, o método de Levenberg-Marquardt levou grande 

vantagem em relação ao PSO, conforme esperado. 

 

 

6.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

 

Neste trabalho foi assumido que a temperatura do fluido refrigerante se mantém 

constante ao longo do transiente. Como sugestão para trabalhos futuros, pode ser 

interessante utilizar um coeficiente de transferência de calor entre o revestimento e o 

refrigerante, variável com o tempo, a fim de simular exatamente a variação da 

temperatura do fluido refrigerante ao longo do tempo, e posteriormente, comparar com 

os resultados obtidos neste trabalho, com o intuito de verificar se ocorre alguma 

mudança significativa na solução. 

Outro possível ponto a ser explorado seria verificar a influência da geometria da 

vareta combustível na análise térmica do reator nuclear. Neste trabalho foi analisada 

a forma cilíndrica, entretanto, podem ser investigadas outras geometrias, e 

posteriormente, comparar os resultados.    

Com relação ao problema de transferência de calor inverso na vareta combustível, 

foi visto que para a realização de sua solução, foram gerados dados 

pseudoexperimentais. Logo, para dar continuidade a análise inversa apresentada 

neste trabalho, seria interessante a realização de experimentos para medir as 

temperaturas reais na parede da vareta combustível.  



144 
 

Ademais, neste trabalho foi feita a solução inversa por estimativa de parâmetros, 

já que existia o conhecimento da forma funcional do termo fonte, e então, o problema 

inverso se reduziu a estimação de coeficientes presentes na função teste conhecida 

previamente. Portanto, uma outra sugestão para trabalhos futuros seria realizar uma 

solução inversa por estimativa de função, como por exemplo, através do método do 

gradiente conjugado com problema adjunto para estimativa de função (OZISIK & 

ORLANDE, 2000). 
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8 APÊNDICES  
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8.1 APÊNDICE 1: PARÂMETROS CONCENTRADOS 

 

 

No problema de transferência de calor por condução através da análise por 

parâmetros concentrados, a variação da temperatura no sólido é função apenas do 

tempo, não variando com o espaço. Nesta abordagem, a temperatura em todos os 

pontos do elemento, é igual à sua própria temperatura média, onde essa varia com o 

tempo. 

A formulação baseada no método dos parâmetros concentrados traz grandes 

simplificações na análise da condução de calor transiente, entretanto à sua aplicação 

possui restrições. Basicamente, a temperatura transiente é obtida através de um 

balanço de energia no sólido, onde: 

 

 

Taxa de transferência  Taxa de aumento da  

de calor para o sólido                  =                     energia interna do                   

através das fronteiras                                         sólido                                                 

   (8.1) 

 

A faixa de validação desta aproximação está baseada no número de Biot, que 

pode ser entendido como a razão entre as resistências térmicas interna e externa. 

 

h

k

L

k

hL
Bi

1


     

Resistência térmica interna / Resistência térmica externa   (8.2) 

 

A análise por parâmetros concentrados é válida se a distribuição de temperatura 

dentro do elemento permanece suficientemente uniforme durante o transiente. Para 

sólidos, tal fato acontece se a resistência interna do sólido ao fluxo de calor for 

desprezível, ou seja, se o número de Biot for pequeno. 

De acordo com Ozisik, 1993, soluções analíticas exatas para condução transiente 

em sólidos planos, cilíndricos ou esféricos, submetidos à resfriamento convectivo, 

mostram que para Bi<0,1, a variação de temperatura no sólido durante o transiente é 
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menor que 5%, ou seja, gradientes de temperatura suaves. Logo, conclui-se que a 

análise por parâmetros concentrados pode ser utilizada para a maioria das aplicações 

de engenharia se o número de Biot for menor que 0,1.  

Em suma, materiais com alta condutividade térmica submetidos a baixa convecção 

são mais propensos a atender o critério da análise por parâmetros concentrados. 

 

 

8.2 APÊNDICE 2: AVALIAÇÃO DO SISTEMA MATRICIAL 

 

 

O sistema matricial à ser avaliado na segunda e na terceira modelagem é do tipo,  

 

       )(' tHDC mmnmn    (8.3)  

 

onde m e n são respectivamente, as linhas e colunas das matrizes, sendo que esses 

estão relacionados com a quantidade de autovalor do problema de Sturm-Liouville à 

ser considerado na análise, e conforme já mencionado, m é igual à n. Para solucionar 

o sistema matricial é utilizado o conceito de inversão de matrizes e o método da 

diagonalização (BOYCE & DIPRIMA, 2012). Para tal, a EQ. 8.3, é reescrita como: 

 

             mmnmnmnmnmn HCtTDCCC
111

)('


   (8.4)  

 

      mmmnm VtTU )('    (8.5)  

 

onde      mnmnmn DCU
1

  e      mmnm HCV
1

 . A matriz inversa de C é computada 

numericamente no MATLAB, e o seu tamanho está relacionada com a quantidade de 

autovalores do problema de Sturm-Liouville, conforme supradito. 

Se a matriz [Umn] tem um conjunto completo de m autovetores linearmente 

independentes, esse é certamente o caso quando os autovalores da matriz [Umn] são 

todos distintos ou a matriz é auto-adjunta, onde uma matriz é dita auto-adjunta se ela 

for idêntica à sua transposta conjugada (BOYCE & DIPRIMA, 2012).  



157 
 

No programa numérico implementado é garantido que a matriz [Umn] tem um 

conjunto completo m de autovetores linearmente independentes, e que se trata do 

caso de quando todos os autovalores são distintos e reais. A partir daí, o método da 

diagonalização é aplicado na EQ. 8.5.  

Sendo a matriz [Umn] diagonalizável, pode se transformar a EQ. 8.5 em um sistema 

de equações solúvel. Para tal, considera-se a matriz [Zmn], cujas colunas são os 

autovetores da matriz [Umn], onde esses são obtidos numericamente no MATLAB. E 

então, define-se uma variável dependente nova y por: 

 

    mmnm yZ  (8.6)  

 

substituindo a EQ. 8.6 na EQ. 8.5 obtém-se, 

 

        mmmnmnmmn VtTyZUyZ )('   (8.7)  

 

multiplicando por [Zmn]-1, onde essa também é computada numericamente, 

 

     mmmnm OtTyLy )(]['   (8.8)  

 

onde      ][
1

mnmnmnmn
LZUZ 

  e     ][
1

mmmn
OVZ 

 . A matriz [Lmn] é a matriz diagonal 

cujos elementos são os autovalores da matriz [Umn], arrumados na mesma ordem que 

os autovetores correspondentes, que aparecem como colunas de [Zmn]. A EQ. 8.8 é 

um sistema de m equações desacopladas, que podem ser resolvidas separadamente 

(BOYCE & DIPRIMA, 2012). Em forma escalar, a EQ. 8.8 é reescrita como: 

 

mjOtTyry jjjj ,...,2,1)('   (8.9)  

 

A EQ. 8.9 é uma equação linear de primeira ordem, com a seguinte solução formal, 

mjecdsOsTeety
tr

j

t

t

j

srtr

j
jjj ,...,2,1.).(.)(

0




   (8.10) 
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onde rj  são os autovalores da matriz [Umn], que são computados numericamente, e jc  

são constantes arbitrárias que são obtidas a partir da condição inicial. Cada elemento 

do vetor coluna {ym} é computado pela EQ. 8.10 e implementado na rotina, para 

finalmente obter-se a solução m  a partir da EQ. 8.6. Nota-se que ao ser multiplicado 

pela matriz de semelhança [Zmn], o segundo termo do lado direto do sinal de igualdade 

da EQ. 8.10 fornece a solução geral da equação homogênea     mmnm U  ' , 

enquanto o primeiro termo fornece uma solução particular da EQ. 8.5. 

Finalmente, com a solução para as temperaturas transformadas, implementa-se 

essas na fórmula de inversão, a fim de obter a distribuição de temperatura transiente 

ao longo da vareta combustível. 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

  

  


