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Resumo

Este estudo estabelece um novo procedimento para selecionar os parametros de controle dos
métodos pré-condicionados "Density-Based". Esses métodos sdo usados para simulagdes de
escoamento compressivel com baixo nimero de Mach. O desenvolvimento das matrizes pré-
condicionadoras dos métodos "Density-Based"encontrados na literatura sdao baseados em dois
critérios: 7) minimizacao da razao dos autovalores acustico/convectivo a fim de reduzir a rigidez
numérica i) separa¢do das contribui¢des estdtica e dindmica das varidveis dependentes e, em
alguns casos, dos fluxos ndo viscosos, para reduzir erros de cancelamento. O presente estudo
estabelece um novo procedimento para o desenvolvimento de matrizes pré-condicionadoras.
Isto é feito através da combinacdo da estrutura matemdtica associada aos autovalores, de pro-
pagacado de erros e de andlises autovetores. A andlise de autovalores é a mesma utilizada pela
metodologia tradicional. No entanto, o controle de propagagdo de erro inclui uma anélise do
ndmero de condicionamento da matriz pré-condicionadora. Este é um passo vital para reduzir
a amplificagdo de quaisquer erros existentes. Além disso, um terceiro critério € incluido. Ele
aumenta a robustez minimizando o niimero de condicionamento da matriz de autovetores. Sdo

observadas melhorias significativas na taxa de convergéncia assintotica.



Abstract

This study establishes a new procedure for selecting the control parameters in preconditioned
Density-Based methods. These methods are used for low Mach number compressible flow si-
mulations. Development of preconditioning matrixes for density-based methods found in the
literature are based on two criteria: i) minimizing the acoustic/convective eigenvalue ratio in
order to reduze stiffness and i) separating static and dynamic contributions in dependent va-
riables and, in some cases, inviscid fluxes, to reduce cancelation errors. The present study
establishes a new procedure for the development of such matrixes. It does so by combining
the mathematical framework provided by eigenvalue, error propagation and eigenvector analy-
ses. Eigenvalue analysis is the same one used by the traditional methodology. However, error
propagation control includes an analysis of the preconditioning matrix condition number. This
is a vital step to reduce the amplification of any existing errors. Furthermore, a third criterion
is included. It enhances robustness by minimizing the eigenvector matrix condition number.

Significant convergence improvements are observed in terms of increased asymptotic rates.



1 INTRODUCAO

1. MOTIVACAO

As atividades de pesquisa cientifico-tecnoldgica e de inovagdo sao hoje componentes fun-
damentais da presenca atuante e autbnoma de uma nac¢do, como também da agregacao de valor
a produtos e processos, com reflexos diretos nas possibilidades de insercao competitiva de um
pais no mercado mundial. O desenvolvimento cientifico e tecnolégico tornou-se um fator de-
terminante na geracdo de renda e na promog¢ao de bem estar social. Nao por acaso, muitas
nacdes se referem a Ciéncia e Tecnologia (C&T) como uma questdo de poder, capaz de dividir
o mundo entre os paises produtores de conhecimentos e tecnologias e aqueles que, no maximo,
conseguem copid-las (BORGES et al., 2006; PELLANDA, 2008).

No ambito da Defesa Nacional, a postura estratégica predominantemente dissuasdria ado-
tada pelo Estado Brasileiro (BRASIL, 2005) apoia-se fortemente na componente tecnoldgica,
na medida em que esta se torna, cada vez mais, o fator determinante na comparagdo da capa-
cidade militar de defesa das nacdes. Neste sentido, fomentar pesquisa cientifico-tecnolégica
e inovagdo na drea de defesa constitui um eixo fundamental da soberania do Pais e da preser-
vacdo de seus legitimos interesses. Adicionalmente, a necessidade de vigilancia e defesa do
nosso territério de dimensdes continentais, em especial da cobicada regido amazonica, leva a
uma crescente conscientizacao da importancia da area cientifico-tecnoldgica para a soberania e
seguranca nacionais (BORGES et al., 2006; PELLANDA, 2008).

Historicamente nos paises do primeiro mundo o desenvolvimento industrial e as novas des-
cobertas tecnoldgicas estdo intimamente associados com a existéncia de uma forte inddstria de
defesa (ACOCELLA, 2004). Este contexto tem levado as institui¢des federais de fomento a
pesquisa e a inovagdo tecnoldgica brasileiras a uma série de iniciativas fundamentais no sentido
de mudar o quadro atual de estagnacdo da industria de defesa no Brasil. Neste contexto, o Go-
verno Federal langcou em 2008 a Estratégia Nacional de Defesa (BRASIL, 2008) com o objetivo
de modernizar a estrutura nacional de defesa.

O Programa de Pds-graduagdo em Engenharia de Defesa (PGED) do Instituto Militar de En-
genharia (IME) visa, a partir de uma formacdo fortemente assentada na pesquisa bésica de qua-
lidade, com inser¢do internacional e de carater inter e multidisciplinar, preencher essa demanda
nacional de pessoal altamente qualificado e especializado nas dreas de ciéncias e engenharias,

contribuindo com o papel reservado ao Brasil no cendrio geopolitico mundial. A proposta do
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PGED € uma iniciativa inovadora, plenamente capacitada para responder e liderar a superacdo
das supracitadas dificuldades para a Defesa Nacional (ADES et al., 2010). Uma das linhas de
pesquisas do PGED trata de Modelagem e Simulacdo em Sistemas de Defesa. Sdo empregados
métodos numéricos, modelos matematicos, algoritmos computacionais avangados e computa-
cdo de alto desempenho para investigar aspectos fundamentais de fendmenos fisicos e quimicos
relacionados a sistemas de defesa. Inseridos nessa linha de pesquisa estio os trabalhos de mo-
delagem e simulagdo dos fenomenos fluido-dindmicos. As aplicagdes da dindmica dos fluidos
computacional em sistemas de defesa incluem a analise de escoamentos em aeronaves, misseis,
foguetes e automoveis.

A dindmica dos fluidos computacional teve uma expressiva evolug@o nos ultimos 20 anos.
Inicialmente como uma ferramenta para andlise de problemas fisicos em nivel investigacao
cientifica e, atualmente, como uma poderosa ferramenta para o estudo de diversos ramos da
engenharia. Surgiram indmeros programas comerciais capazes de solucionar com agilidade e
flexibilidade diversos problemas fluido-dindmicos (MALISKA, 1995). Entretanto, em fungdo
dos e levados custos, das dificuldades de interacdo e de confiabilidade de informac¢des dos paco-
tes comerciais, verifica-se a necessidade de elaboracio de cddigos direcionais, que sdo progra-
mas especificamente desenvolvidos para solucdo de determinados problemas fluido-dindmicos
(SALVADOR, 2005). Além disso, a elaboracdo de programas computacionais direcionais possi-
bilita uma maior sensibilidade aos aspectos fisicos dos problemas, facilitando assim, a formacgao
de recursos humanos.

De acordo com KESHTIBAN et al. (2004), fluidos escoando em altas velocidades (Mach >
0.3) ndo podem ser modelados a partir das formulacdes incompressiveis. Para tais situacdes sdo
empregadas as equagdes compressiveis. Existem varias ocasidoes onde a geometria do dominio,
no qual o escoamento se desenvolve, produz regides de altas velocidades, mesmo que o restante
do escoamento esteja em baixa velocidade. Como exemplo desse tipo de escoamento pode ser
citado o sistema de injecao de um motor de combustao interna, onde o escoamento do combusti-
vel pode ser tratado como incompressivel ao longo da mangueira de inje¢do (Mach < 0.1). No
entanto, velocidades da ordem de Mach ~ 0.5 sdo desenvolvidas proximas a valvula de admis-
sd0. Na simulacao do escoamento ao redor de um corpo em alta velocidade, a condi¢ao de néo-
escorregamento reduz as velocidades para zero nas paredes do corpo, mesmo que a velocidade
da corrente livre seja hipersonica. Tal situac@o € habitualmente tratada pela engenharia aeroes-
pacial, como por exemplo, no escoamento ao redor da asa de um avido. Face ao exposto, fica
evidente a necessidade de desenvolvimento de c6digos robustos, com uma abordagem unica,
capazes de lidar com tanto com escoamentos compressiveis € quanto incompressiveis.

Adicionalmente, alguns escoamentos com baixas velocidades também sdo tratados como
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compressiveis, tais como quando significativas variagdes da massa especifica ocorrem devido
a grandes variacOes de temperatura. Isso ocorre no escoamento desenvolvido na camara de
combustdo de um missil. Escoamentos compressiveis com baixo numero de Mach sao rotinei-
ramente tratados pelas engenharias mecanica e aeroespacial. Segundo GRENIER et al. (2011),
que simula um escoamento bifdsico, com uma fase liquida e uma fase gasosa em um tanque de
combustivel de um veiculo langador, o emprego de um modelo compressivel € mais adequado
por ser mais genérico e por facilitar a implementagdo da simulagdo da dindmica de gases.

Existem métodos computacionais capazes de obter solugcdes adequadas de escoamentos
compressiveis perante as adversidades impostas pela baixa velocidade do escoamento. Es-
ses métodos podem ser divididos em duas familias, os baseados na pressao “Pressure-Based”
(HARLOW e Amsden, 1971; KARKI e Patankar, 1989) e os baseados na massa especifica
“Density-Based” (CHOI e MERKLE, 1985; TURKEL, 1987). O métodos “Pressure-Based”
possuem alta eficiéncia computacional, porém nao utilizam formulagcdo conservativa dos flu-
xo0s, 0 que € desejado para simulacdo de escoamentos com ondas de choque ou com descon-
tinuidades. O métodos “Density-Based” utilizam formulagao conservativa dos fluxos, contudo
possuem baixa eficiéncia computacional (ALVES, 2009; MATOS, 2009).

O foco deste trabalho de Tese sdo métodos “Density-Based”. Essa familia de métodos ainda
carece de um aumento de eficiéncia, pois possuem sérias dificuldades de convergéncia (LEE e
LEER, 1993; DARMOFAL e SCHMID, 1996), principalmente associadas a restri¢des no passo
temporal e a amplificacio de erros. Por isso, é consenso entre engenheiros e pesquisadores de
simulag¢do fluido-dinamica que ha necessidade de desenvolvimento de extensdes dessa metodo-

logia tradicional, buscando aumento da eficiéncia computacional.

1.2 MODELAGEM MATEMATICA

Em engenharia, a solu¢do numérica de qualquer problema fisico requer inicialmente a cria-
¢do de um modelo matemdtico. Este € constituido por um conjunto de equagdes algébricas e/ou
diferenciais ordindrias ou parciais e condi¢des adicionais (iniciais e/ou de contorno) que repre-
sentam a fisica do problema estudado dentro das hip6teses adotadas pelo modelo. A selecdo de
simplificagdes a serem efetuadas ou a relaxacdo de determinadas restri¢des requer um conhe-
cimento aprofundado do problema. A solu¢do de um modelo matematico requer o emprego de
um método analitico ou numérico. Um método analitico com a capacidade de resolver as equa-
coes diferenciais produz uma solucdo continua, sendo possivel calcular os valores das varidveis
dependentes para um nimero infinito de pontos. Com freqii€éncia, problemas reais ndo podem

ser convenientemente solucionados por meio de formulas exatas. Quando nao é possivel obter
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uma solu¢do analitica, ha a alternativa de se utilizar uma aproximacdo numérica da equagdo
diferencial para cédlculo de uma solucdo restrita a um nimero discreto de pontos (MALISKA,
1995).

Na mecéanica dos fluidos, geralmente as equacdes de Navier-Stokes proporcionam o mo-
delo mais completo para o estudo dos escoamentos compressiveis, viscosos € com conducao
de calor. As equagdes descrevem o escoamento de um fluido Newtoniano considerado como
meio continuo e em regime transiente. O conjunto de equagdes representa os principios de

conservacao de massa, quantidade de movimento e energia (ANDERSON, 1995).

1.3 METODOS NUMERICOS

1.3.1 TECNICAS DE DISCRETIZACAO

O ponto de partida de qualquer método numérico € a discretizagdo do dominio e das equa-
coes equacoes diferenciais que modelam o problema. Existem vdrias técnicas de discretizagao,
sendo as mais conhecidas: Método dos Elementos Finitos (MEF), Método dos Volumes Finitos
(MVF) e Método das Diferencgas Finitas (MDF).

No MEF, o dominio € dividido num conjunto discreto de elementos ou elementos finitos.
As equacdes sao multiplicadas por uma funcdo peso antes de serem integradas sobre todo o
dominio. Na forma mais simples do MEF, a solu¢do é aproximada por uma fun¢do linear de
maneira a garantir a continuidade da solugdo através das fronteiras dos elementos. Tal funcao
pode ser construida através dos seus valores nos cantos dos elementos. Seleciona-se a melhor
solucdo dentro do conjunto de funcdes permitidas, ou seja, aquela que tiver residuo minimo.
O resultado € um conjunto de equagdes algébricas ndo lineares. O principal inconveniente do
método € o fato de as matrizes das equacdes linearizadas possuirem poucos elementos nulos,
fazendo com que seja dificil encontrar métodos de resolugdo eficientes (HUTTON, 2004).

O MVEF utiliza como ponto de partida a forma integral da equagdo da conservacdo. O do-
minio de solugdo € dividido num nimero finito de volumes de controle (VC) contiguos, e as
equagdes de conservagdo sdo aplicadas a cada VC. As integrais de volume e de superficie sao
aproximados usando férmulas de quadratura apropriadas. Como resultado, obtém-se uma equa-
cao algébrica para cada VC, na qual aparecem os valores das varidveis no centro e nas faces de
cada volume. O MVF pode ser aplicado a malhas estruturadas e nao estruturadas, adaptando-se
a geometrias complexas. Considera-se como principal desvantagem do MVF o fato de métodos
de ordem superior a segunda serem mais dificeis de desenvolver (HUTTON, 2004), apesar de
recentes avancos, tais como o trabalho de (WOLF, 2006), que apresenta esquemas ndo oscila-

térios de alta ordem de precisdo em malhas ndo estruturadas usando o MVFE.
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O MDF ¢ o método de discretizacio mais antigo. E também o método mais expedito para
uso em geometrias simples. O dominio de solu¢do € coberto por uma malha espaco-temporal.
Em cada ponto da malha, a equagdo é aproximada substituindo-se as derivadas existentes por
aproximacdes. O resultado € uma equacdo algébrica ou um sistema de equacdes algébricas. A
formula de aproximacao por diferencas finitas pode ser obtida a partir da expansdo em série
de Taylor da fun¢do e suas derivadas. A ordem de precisdo da aproximacgdo estd relacionada
com o erro de truncamento da série de Taylor, o qual é expresso pela ordem de grandeza do
primeiro termo desprezado da série. Desta forma, a ordem de precisdo da diferenciacdo pode
ser aumentada em funcdo do nimero de pontos utilizados na expansao de Taylor (TANNEHILL
et al., 1997). O presente trabalho tem foco no Método das Diferencas Finitas para discretizacao
das equagdes que modelam os problemas fisicos estudados. Nos dltimos anos, o grupo de
dindmica dos fluidos computacional do Laboratério de Motores do IME vem desenvolvendo

ferramentas computacionais baseadas no MDF.

1.3.2 SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES ALGEBRICAS

Segundo GOLUB e LOAN (1996), na literatura existem diversas maneiras de se obter a
solu¢do de um sistema de equacdes algébricas. Essas técnicas podem ser divididas em dois
grupos, os métodos diretos e os indiretos. No primeiro grupo, todas as varidveis do sistema
acoplado sdo obtidas simultaneamente, tais como Eliminac¢do de Gauss, Eliminacdo de Tho-
mas e Decomposi¢do LU. J4 no segundo grupo, o sistema tem seu acoplamento modificado. O
novo sistema € resolvido de maneira explicita e realimentado repetidamente até que o acopla-
mento original seja recuperado. Métodos indiretos foram desenvolvidos para solu¢do numérica
de sistemas quando a matriz € extremamente longa e esparsa, sem nenhum padrdo reconhecido
na distribui¢do de elementos nulos que permita a constru¢ao de um método direto. Podem ser
citados como exemplos de tais métodos, a Iteragdo de Richardson, a Iteragdo de Jacobi e a
Iteracao de Gauss-Seidel. Uma das técnicas mais conhecidas para melhorar a convergéncia de
métodos iterativos latentes é conhecida como relaxacdo. O principal problema da relaxacao,
independentemente do método iterativo a ser otimizado, € a escolha adequada dos parametros
de relaxagdo. Por isso, técnicas originalmente desenvolvidas para lidar com problemas de oti-
mizacdo passaram a ser alternativas bastante utilizadas para solucdo de sistemas de equacdes

algébricas.
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1.3.3 ERRO E EFICIENCIA COMPUTACIONAL

De acordo com FREITAS (2000), nenhum resultado obtido por métodos numéricos tem va-
lor se ndo houver conhecimento e controle sobre os possiveis erros envolvidos no processo. A
nog¢do de erro estd presente em todos os campos do cilculo numérico. A partir de dados de
entrada ndo exatos, as operagdes sobre esses valores imprecisos propagam erros a seus resul-
tados. A propagacdo de erros estd relacionada as operagdes realizadas pelo método numérico
empregado. Existem diversos tipos de erros associados a uma solu¢cdo numérica. Os dois tipos
mais importantes sdo os erros de arredondamento e os erros de truncamento. Os erros de arre-
dondamento surgem devido a aritmética de precisao finita realizada pelo computador durante
as operacdes numéricas. Os erros de truncamento ocorrem devido as aproximagdes empregadas
para representacdo de um procedimento matematico exato. O controle da propagacao de erros
pode ser feito por meio da escolha de um método que utilize um nimero minimo de operacdes
para alcangar o resultado esperado.

Segundo CHAPRA e CANALE (2008), alguns problemas fisicos e algoritmos numéricos
possuem a propriedade de amplificar drasticamente os erros presentes nos dados de entrada. No
contexto do calculo numérico, esse fendmeno é denominado instabilidade numérica. O nimero
de condicionamento ¢ uma medida de sensibilidade do sistema a presenca de perturbacdes.
O sistema € tdo mal condicionado quanto maior for seu nimero de condicionamento, sendo
mais sujeito a amplificacdes do erro numérico. A eficiéncia de um método computacional
estd relacionada com a propagacdo e a amplificacdo do erro numérico ao longo do processo
iterativo. Geralmente mensura-se a eficiéncia de um método computacional pelo nimero de
operacdes aritméticas por iteracdo ou pelo nimero total de iteragdes necessdrias para atingir a

solu¢do com uma precisdo desejada.

1.4 ESCOAMENTOS COM BAIXO NUMERO DE MACH

Simulagdes numéricas de escoamentos compressiveis com baixas velocidades geralmente
sdo problemadticas, pois ocorre uma degradacdo da convergéncia dos algoritmos de marcha no
tempo. A perda de eficiéncia computacional se manifesta por dois motivos diferentes.

O primeiro fator estd relacionado com a propagagdo de erros de arredondamento no cal-
culo da derivada espacial da pressdo na equacdo da quantidade de movimento. Essa fonte de
instabilidade numérica tem origem na discrepancia existente entre as contribuicdes dinamica
(hidrodinamica) e estdtica (termodinamica) da press@o. Além disso, na admensionalizacao da
equacgdo da quantidade de movimento, a derivada espacial da pressdo é multiplicada por um fa-

tor da ordem de 1/M 2 (VENKATESWARAN e MERKLE, 1999), que atinge elevados valores
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quando Mach tende para zero. A reducdo da propagacao desses erros se dé pela introducdo de
estados de referéncia conhecidos, calculando-se a solucdo somente para as flutuagdes restan-
tes. As contribui¢des hidrodindmica e termodinamica da pressdo sio separadas, assumindo-se
que a contribuicdo estdtica seja constante (MERKLE e CHOI, 1988; TURKEL et al., 1993;
SESTERHENN et al., 1999).

O segundo fator € classicamente tratado como rigidez numérica e estd relacionado com
restricdes no passo temporal. Quando o nimero de Mach € muito reduzido, observa-se uma
disparidade muito grande entre os autovalores convectivos e acusticos do sistema de equagdes
governantes. As velocidades de propagacdo das informagdes acusticas sdao muito maiores do
que as velocidades das informacdes convectivas. O passo no tempo fica limitado pelos elevados
valores das velocidades acusticas, apesar das velocidades convectivas permitirem passos maio-
res. Diferentes técnicas de aceleragdo de convergéncia foram desenvolvidas para eliminagdo do
problema de restricao no passo temporal (KESHTIBAN et al., 2004), podendo-se dar destaque
ao pré-condicionamento das equacdes governantes. Trata-se de uma técnica cldssica que forca

todos os autovalores a terem a mesma ordem de magnitude.

1.4.1 METODOS PRE-CONDICIONADORES

Os métodos de pré-condicionamento das equacgdes de Navier-Stokes compressiveis sio
baseados na técnica da pseudo-compressibilidade ou compressibilidade artificial (CHORIN,
1967). A pseudo-compressibilidade € uma técnica estabelecida para a solu¢cdo das equacdes
de Navier-Stokes em escoamentos incompressiveis. A compressibilidade artificial se originou
como alternativa ao procedimento clédssico de célculo dos gradientes de pressdao por meio de
uma equacgdo de Poisson, a qual era obtida pelo divergente da equacdo da quantidade de mo-
vimento. O método MAC “Marker-and-Cell” (WELCH et al., 1966) e o algoritmo SIMPLE
“Semi Implicit Method for Pressure-Linked Equations” (PATANKAR, 1980) estdo na classe de
métodos que utilizam a equacao de Poisson para a pressdao. Em geral, utiliza-se uma previsao
para a pressdo para corrigir um campo de velocidade intermedidrio, que satisfaz a equagdo de
conservacao da massa. O objetivo da metodologia de CHORIN (1967) era evitar o inconveni-
ente de se trabalhar com uma equagao hiperbolica/parabdlica, como € a equacdo da quantidade
de movimento, em conjunto com uma equagao eliptica, como é uma equacao de Poisson. A
pseudo-compressibilidade € realizada pela adicdo de uma derivada temporal da pressdo multi-
plicada por um fator de compressibilidade artificial na equacdo da continuidade, gerando uma
equagdo hiperbdlica, eliminando, assim, a necessidade de se trabalhar com uma equagao elip-

tica. O método introduz uma mudanca do estado transiente das equacdes, gerando um pseudo-
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tempo.

A filosofia dos métodos pré-condicionadores consiste na multiplicacdo de uma matriz pré-
condicionadora as equacdes de Navier-Stokes compressiveis de tal forma que os autovalores
do sistema sejam modificados, eliminando o problema de diferenca de magnitude entre os mes-
mos. Para isso, alguns parametros presentes na matriz pré-condicionadora sio pré-estabelecidos
e calculados em funcao das velocidades do escoamento. Estes métodos abrangem desde escoa-
mentos com baixas velocidades até o supersonico, incluindo problemas que envolvem reacoes
quimicas. Como desvantagem, o pré-condicionamento das equacdes governantes faz com que
o transiente calculado pelas equagdes governantes nao tenha significado fisico. A solucao de
regime permanente da equacgdo original é recuperada quando se atinge o regime permanente do
pseudo-tempo.

Em BRILEY et al. (1983), os pré-condicionadores foram empregados para melhorar a taxa
de convergéncia de esquemas de discretizacdo temporal implicitos baseados em fatoragcdo im-
plicita de direcdes alternadas (ADI) (BEAM e WARMING, 1976). O método foi utilizado para
solucdo de regime permanente das equacdes de Navier-Stokes com entalpia total constante (iso-
energéticas) para baixos nimeros de Mach. Houve incorporacdo de um modelo de turbuléncia
nas equagdes governantes. O método mostrou ter boa taxa de convergéncia para valores tao
baixos quanto M = 0.05.

No trabalho de CHOI e MERKLE (1985) foi apresentado um esquema de pré-
condicionamento generalizado tanto para regimes incompressiveis quanto compressiveis. Para
marcha no pseudo-tempo até o regime permanente, foram utilizados esquemas implicitos base-
ados em fatoracdo ADI. Realizou-se uma andlise de estabilidade do emprego desses métodos
de marcha para solucdo das equagdes de Euler unidimensionais e bidimensionais. A andlise
mostrou que a taxa de convergéncia do método e a precisdo da solu¢do final dependiam do nu-
mero de Mach. Além disso, concluiu-se que o erro gerado pela fatoracao aproximada deveria
ser removido. Indicou-se que para nimeros de Mach por volta de 0.05 o método apresentava
boas taxas de convergéncia.

O estudo de RIZZI e ERIKSSON (1985) utilizou o esquema de pré-condicionadores para
resolver as equacdes de Euler isoenergéticas. Eles concluiram que os pré-condicionadores eram
eficientes para equacdes de Euler bidimensionais e tridimensionais. Para marcha no pseudo-
tempo até o regime permanente foi empregado um método de Runge-Kutta explicito com trés
estdgios intermedidrios.

TURKEL (1987) realizou uma revisdo dos métodos de compressibilidade artificial e apre-
sentou um esquema de pré-condicionamento generalizado tanto para as regimes incompressi-

veis quanto compressiveis. Na generalizacao de sua teoria, Turkel introduziu funcdes arbitrarias
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« e 3 na matriz pré-condicionadora, sendo (3 semelhante ao fator de compressibilidade artificial
de Chorin, mostrando como as matrizes deveriam ser para nao introduzir fendmenos nio fisi-
cos. Calculou-se um valor 6timo para /3, a partir de um dado valor de «, para minimizacao da
disparidade das velocidades caracteristicas do sistema. Para modelo do escoamento, foram uti-
lizadas as equagdes de Euler bidimensionais escrita em coordenadas Cartesianas (X, y). Turkel
comparou o emprego dos métodos Euler explicito e implicito para marcha no pseudo-tempo até
o regime permanente, relacionando a limitacdo do passo no pseudo-tempo dos métodos expli-
citos a uma maior sensibilidade aos problemas de rigidez numérica. Por isso, observou que os
métodos explicitos eram mais adequados para uma andlise do aumento da taxa de convergéncia.
O trabalho considerou como varidveis primitivas a pressado, as velocidades nas direcdes cartesi-
anas x e y, e uma variavel adicional que poderia ser entropia ou massa especifica. Salientou que
o uso da entropia como varidvel adicional facilita as anélises do sistema, uma vez que a equacao
de conservacao de energia poderia ser desacoplada do sistema de equacdes. Entretanto, esclare-
ceu que o emprego da massa especifica como varidvel adicional, apesar de dificultar as andlises
do sistema, facilitaria o pré-condicionamento das equacdes. Foi verificado que ao usar a densi-
dade como varidvel adicional, para um caso particular em que a=0, seu método era semelhante
ao apresentado em CHOI e MERKLE (1985).

O estudo de MERKLE e CHOI (1987) concluiu que o esquema de pré-condicionamento
apresentado em CHOI e MERKLE (1985), que relacionava convergéncia e precisao da solucao
com o nimero de Mach, ndo era adequado para escoamentos inviscidos abaixo de M=0.01. Para
baixas velocidades, os termos do gradiente de pressdo apresentavam comportamento singular.
Por isso, foi desenvolvido o método de expansao de perturbacdo das equagdes de Navier-Stokes,
o qual gerou boas taxas de convergéncia independente do nimero de Mach, chegando a valores
como M = 1075. Para marcha no pseudo-tempo até o regime permanente, foram utilizados es-
quemas implicitos baseados em fatoracdo aproximada alternada ADI. Realizou-se uma anélise
de estabilidade do emprego desses métodos de marcha no pseudo-tempo implicitos para solu-
cdo numérica de escoamentos com baixos nimeros de Reynolds e baixos niimeros de Mach,
com adi¢do de termo fonte. A andlise mostrou que os erros introduzidos pelo uso de fatoracao
aproximada causavam instabilidade para nimeros de Reynolds por volta de 100.

Em SHUEN et al. (1992) foram implementadas modificacdes no esquema dos pré-
condicionadores para obtencdo da solucdo transiente. A metodologia consistia basicamente
no acréscimo de uma derivada no tempo fisico do vetor de varidveis conservativas nas equa-
coes governantes. Essa técnica foi criada por MERKLE e ATHAVALE (1987) e é conhecida
como método de passo no tempo duplo (DTS). Combina-se procedimentos de aceleracdo de

convergéncia para regime permanente, tais como o emprego de pré-condicionadores, com a
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obtencdo de solucdes transientes. Para cada passo no tempo fisico, marcha-se até a solucao
de regime permanente no pseudo-tempo. Com isso, recupera-se a equacao original transiente.
Para discretizacdo da derivada do pseudo-tempo é comum a utilizacdo de métodos de marcha
que permitem uma convergéncia rpida, incondicionalmente estdveis, possibilitando o uso de
passos maiores, como o método de Euler implicito. O alto nivel de dissipacdo temporal des-
ses métodos de marcha ndo foi considerado um problema, uma vez que em regime permanente
a derivada do pseudo-tempo se anula. Utilizando-se uma formulagdo residual (EHLE, 1968)
para o vetor de varidveis, a solu¢do de regime permanente torna-se independente do passo no
pseudo-tempo. Para a derivada no tempo fisico, métodos de marcha multi-passos implicitos
sdo muito empregados, com destaque para os métodos multi-passo de diferenca atrasada (BDF)
de 2% ordem e Crank-Nicolson. Entretanto, foi demonstrado matematicamente que todos os
métodos multi-passo sdo condicionalmente estdveis acima de segunda ordem (DAHLQUIST,
1963). Desta forma, o uso da metodologia DTS com métodos de marcha multi-passos encontra
sérias dificuldades na solucdo transiente de problemas rigidos nos quais altas ordens de pre-
cisdo temporal e estabilidade numérica sdo pré-requisitos fundamentais, tais como simulagcdes
envolvendo escoamentos turbulentos e estudos de problemas de instabilidade térmica e hidro-
dindmica.

O trabalho de CHOI e MERKLE (1993) propds um novo esquema de pré-condicionamento
para escoamentos viscosos. O trabalho considerou como varidveis primitivas a pressdo, as
velocidades nas direcdes Cartesianas X € y, € a temperatura. Para marcha no pseudo-tempo
até o regime permanente, foram utilizados esquemas implicitos baseados em fatora¢do apro-
ximada alternada ADI. O método de expansdo de perturbacao das equagdes de Navier-Stokes,
usado com sucesso em MERKLE e CHOI (1987), foi aprimorado pela inclusdo de um meca-
nismo de controle dos parametros relacionados aos fluxos inviscidos e viscosos. A matriz pré-
condicionadora se tornou mais complexa do que a do trabalho de MERKLE e CHOI (1987),
pois se realizou uma separacio das contribui¢des inviscidas e viscosas. Uma constante § e o
nimero de Mach foram usados como pardmetros escalonadores. Apesar da maior complexi-
dade, o método se tornou robusto a elevados nimeros de Reynolds e nimeros de Mach bastante
reduzidos.

O estudo de WEISS e SMITH (1995) apresentou uma metodologia de selecdo dos parame-
tros utilizados no célculo da velocidade do som pré-condicionada com a finalidade de aumentar
a taxa de convergéncia dos métodos baseados na massa especifica “Density-Based”. Os escoa-
mentos foram modelados pelas equacdes de Navier-Stokes. As discretizagdes foram feitas via
técnica de volumes finitos. Utilizou-se um vetor de varidveis compreendendo pressdo, veloci-

dade e temperatura. Uma vez que o emprego de pré-condicionadores modifica o transiente das
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solugdes, o estudo aplicou a técnica DTS para recuperagdo do tempo fisico. Foram simulados
trés problemas. O primeiro foi o escoamento bidimensional transonico através de uma turbina
axial. Os resultados das simulagcdes deste problema comprovaram o desempenho da metodolo-
gia de selec@o de pardmetros, com aumento da taxa de convergéncia. Além disso, foi verificado
que o uso de pré-condicionadores ndo prejudicou a precisao da solucdo. O segundo caso teste
foi a conveccdo natural induzida por gravidade em uma tubulacido horizontal. Os resultados
obtidos nas simulagdes deste problema evidenciaram a importancia do pré-condicionamento
das equacdes para solucdo de escoamentos com baixo nimero de Mach. Por fim, simulou-se
a geracao transiente de vorticidade em um cilindro triangular com escoamento incompressivel
turbulento. A finalidade dessas dltimas simula¢des foi demonstrar o uso da técnica DTS em
conjunto com o esquema de pré-condicionamento das equagdes.

O trabalho de TURKEL et al. (1996) apresentou uma forma de minimizar o problema
de singularidades em pontos de estagnacdo, calculando-se os parametros da matriz pré-
condicionadora de forma adequada em fun¢do do nimero de Mach. Para marcha no pseudo-
tempo até o regime permanente, foram empregados esquemas implicitos baseados em fatoragcao
aproximada alternada ADI. Para discretizacio espacial, foram usadas aproximacdes centradas
com dissipacdo artificial para estabilizacdo e acoplamento das equacdes. Foi realizada uma ana-
lise do emprego da dissipacao artificial nas formas conservativa e ndo conservativa. Simulou-se
um escoamento bidimensional em um aerofdlio. Os resultados comprovaram a eficiéncia da
formulacao apresentada para reducdo das dificuldades de simulacdo em pontos de estagnacao.

VENKATESWARAN e MERKLE (1999) iniciou com uma discussado a respeito da conver-
géncia dos métodos de marcha no tempo. Para tanto, utilizou-se a andlise de estabilidade de
Von Neumann. Ao longo dos capitulos do livro, foram definidos diferentes parametros relaci-
onados aos fluxos inviscidos e viscosos para controle da velocidade do som pré-condicionada,
tanto para as equacdes de Euler quanto para as equacdes de Navier-Stokes. Utiliza-se um vetor
de varidveis compreendendo pressdo, velocidade e temperatura. No capitulo final, os autores

apresentaram uma formulacdo de pré-condicionadores especifica para escoamentos turbulentos.

1.4.2 DIFICULDADES DE CONVERGENCIA DOS METODOS CLASSICOS

A metodologia de simulagdo computacional cldssica baseada na massa especifica “Density-
Based” é uma das mais empregadas em escoamentos compressiveis com baixo nimero de
Mach. Essa familia de métodos utiliza esquemas de pré-condicionamento das equagdes go-
vernantes e de separacdo das contribui¢des esttica e dindmica da pressao do escoamento. Os

trabalhos existentes na literatura mostram que o pré-condicionamento das equacdes consegue

35



significativa reducdo da rigidez numérica. Ao mesmo tempo, a separacdo das contribui¢des
da pressdao diminui a propagacao de erros de arredondamento oriundos da derivada espacial da
pressdo. Entretanto, os métodos esses pré-condicionadores cldssicos ainda apresentam dificul-
dades de convergéncia.

O trabalho de LEE e LEER (1993) apresenta algumas matrizes pré-condicionadoras, fa-
zendo comparacdes com as matrizes apresentadas por TURKEL (1987). O estudo estabelece
como objetivo a obtencdo de matrizes pré-condicionadoras mais eficientes. Descreve que ha
um grande nimero de graus de liberdade no desenvolvimento de pré-condicionadores para as
equacgdes de Euler. Sinaliza que o principio orientador para a obten¢do de um pré-condicionador
eficiente ndo deve ser apenas a minimiza¢do da disparidade entre os autovalores do sistema, mas
também o desvio minimo da ortogonalidade associada aos autovetores. Segundo o trabalho, al-
guns métodos pré-condicionadores conduzem a estruturas de autovetores menos ortogonais do
que outros, e que a liberdade de mudanga dessas estruturas € ttil quando critérios adicionais
devem ser atendidos pelo projeto do pré-condicionador.

O estudo de DARMOFAL e SCHMID (1996) salientou que os métodos pré-condicionadores
das equagdes de Euler compressiveis somente foram desenvolvidos a partir de uma andlise de
autovalores. Entretanto, evidéncias numéricas indicavam que os autovetores também tinham in-
fluéncia na performance dos métodos pré-condicionadores, € por isso deveriam ser incluidos no
desenvolvimento desses métodos. No trabalho € apresentada uma ferramenta matematica para
andlise de autovetores, baseada na andlise de estabilidade hidrodinamica. O estudo mostrou que
a ortogonalidade dos autovetores influenciava no potencial de amplifica¢des de perturbacdes no
transiente inicial da solu¢cdao. Além disso, esclarece que a ndo ortogonalidade dos autovetores
causaria dificuldades de convergéncia em pontos de estagnagdo. O trabalho estabeleceu uma
relacdo matematica entre a amplificacdo maxima de perturbagdes no transiente inicial e o nu-
mero de condicionamento da matriz de autovetores. Observou-se ainda que diversos métodos
pré-condicionadores existentes eram pouco ortogonais para baixos valores de Mach, tais como
os apresentados por TURKEL (1987) e CHOI e MERKLE (1985, 1993). Uma outra ques-
tdo levantada no trabalho de DARMOFAL e SCHMID (1996) era a respeito de um parametro
arbitrdrio € usado no célculo da velocidade do som pré-condicionada em TURKEL (1987) e
CHOI e MERKLE (1985, 1993). Segundo DARMOFAL e SCHMID (1996), as formulagdes
genéricas para o parametro € apresentadas nos referidos trabalhos buscavam minimizar os pro-
blemas de amplificacdes de perturbacdes no transiente inicial e de dificuldade de convergéncia
em pontos de estagnacdo por meio do controle dos autovalores. Apesar das constatacoes de
DARMOFAL e SCHMID (1996), ndo ha método pré-condicionador que tenha deixado de fo-

car nos autovalores, passando a levar em consideracdo a influéncia dos autovetores em seu
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desenvolvimento. O trabalho sinalizou que autovetores devem ser selecionados de tal forma a
minimizarem a ndo ortogonalidade para baixos valores de Mach. Além disso, os parimetros
da matriz pré-condicionadora I' devem ser selecionados de tal forma que reduzam o nimero de
condicionamento da matriz de autovetores.

O trabalho de SESTERHENN et al. (1999) investigou o problema da amplificacio de erros
presente nas simulacdes numéricas de escoamentos compressiveis com baixas velocidades. As
discretizacdes foram feitas utilizando-se uma técnica explicita de volumes finitos. O estudo de-
monstrou como os erros de cancelamento associados as contribui¢des da pressdao do escoamento
eram gerados e amplificados. Além disso, alegou-se que os métodos pré-condicionadores até
entdo desenvolvidos possuiam uma falha, pois os mesmos desconsideravam os erros de cance-
lamento associados a contribui¢do da energia cinética na energia total. O trabalho mostrou que
a redugdo da propagacdo desses erros poderia se dar pela introducdo de estados de referéncia
conhecidos, calculando-se a solucao somente para as flutuacdes restantes. O estudo apresentou
um mecanismo de sele¢do dos estados de referéncia. Os resultados das simulacOes realizadas
comprovaram a eficiéncia da metodologia de reducdo da amplificacdo de erros. Analisou-se
baixos niimeros de Mach, atingindo M = 10711,

Em LEE (2005) realizou-se uma investigacdo mais profunda das questdes levantadas por
SESTERHENN et al. (1999). O trabalho fez um estudo das taxas de convergéncia dos mé-
todos pré-condicionadores das equacgdes de Euler. Uma anélise de perturbacdo foi realizada
para pesquisar a relagdo existente entre taxa de convergéncia e numero de Mach. O foco do
trabalho era a influéncia da amplificacdo de erros na taxa de convergéncia, ndo se preocupando
com a magnitude dos autovalores do sistema. As caracteristicas de convergéncia foram bem
explicitadas pela andlise de perturbacdo. O estudo mostrou que a convergéncia dos métodos
pré-condicionados € fortemente dependente das caracteristicas da matriz pré-condicionadora I.
O estudo descreveu ainda que, quando o nimero de Mach era reduzido para valores abaixo de
M = 107°, a convergéncia das equacdes da continuidade e da quantidade de movimento eram
menos afetadas do que a equacdo da energia. A andlise de perturbacdes indicou que a magni-
tude da variacdo dos termos da equacdo da energia era muito maior do que das outras equacoes
para baixos nimeros de Mach.

O trabalho de LEE (2007) fez um estudo das taxas de convergéncia dos métodos pré-
condicionadores das equacdes de Navier-Stokes. O trabalho de LEE (2007) seguiu a mesma
linha de LEE (2005), investigando a relacdo existente entre taxa de convergéncia e nimero
de Mach, com foco na influéncia da amplificacdo de erros. Identificou-se que o termo
Hp, — (1 — ph,) da matriz pré-condicionadora I" era proporcional a 1/M?, sendo a princi-

pal fonte da amplificacdo de erros para baixos valores de Mach. Por isso, decidiu-se atribuir
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valor zero para o termo em questdo da matriz I'. Os resultados das simulacdes realizadas no
estudo apontaram para uma reducdo na amplificacdo de erros. Simulou-se o problema do es-
coamento viscoso ao redor de um cilindro até baixos nimeros de Mach, atingindo M = 107°.
Entretanto, a consideracao feita atribuindo-se o valor zero para o termo da matriz I' foi equivo-
cada, uma vez que fez o método gerar solugdes fisicamente incorretas. Apesar da inconsisténcia
observada, o trabalho serviu para confirmar estudos anteriores, mostrando que os problemas da
amplificacdo de erros e do ponto de estagnacdo estdo relacionados com a magnitude do termo
da equacdo da energia presente na matriz pré-condicionadora I'.

Conforme foi visto nos trabalhos de LEE e LEER (1993), DARMOFAL e SCHMID (1996),
SESTERHENN et al. (1999) e LEE (2005, 2007), os métodos pré-condicionadores classicos
ainda apresentam dificuldades de convergéncia relacionadas com a amplificacdo de erros. No
que diz respeito ao controle de erro, esses métodos pré-condicionadores se limitaram as origens
dos erros de arredondamento, nao havendo preocupacdo com a amplificacdo destes erros no
decorrer do processo iterativo.

Adicionalmente ao problema de amplificacdo de erros, os trabalhos de WEISS e SMITH
(1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) mostram que a razdo dos autovalores obtida
por esses métodos apds o pré-condicionamento € aproximadamente 2.6. Sendo assim, espera-se
que, caso se consiga minimizar a razao dos autovalores (=~ 1), a rigidez numérica serd minimi-

zada.

1.5 OBIJETIVOS DA TESE DE DOUTORADO

O objetivo cientifico deste trabalho de Tese € definir uma metodologia para desenvolvi-
mento de pré-condicionadores, buscando aumentar a eficiéncia computacional dos métodos
pré-condicionadores pertencentes a familia “Density-Based”. Para tanto, serdo propostas mo-
dificacdes nos esquemas cldssicos de pré-condicionamento das equacdes. Esse objetivo foi

motivado por dois fatores:

e as conclusoes dos estudos de LEE e LEER (1993), DARMOFAL e SCHMID (1996),
SESTERHENN et al. (1999) e LEE (2005, 2007) que apontam para o problema de am-

plificacdo de erros existente nos métodos pré-condicionadores classicos;

e possibilidade de minimizar a razdo dos autovalores obtida pelos pré-condicionadores clas-

sicos (= 2.6), permitindo assim, a minimiza¢do da rigidez numérica.

O trabalho também possui o objetivo tecnoldgico de aplicar essa nova ferramenta compu-

tacional para simular problemas fluido-dindmicos presentes em sistemas de defesa de interesse
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do Exército Brasileiro (EB), reduzindo a dependéncia do EB aos programas comerciais.
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2 FORMULACAO MATEMATICA

2.1 EQUACOES DE GOVERNO COMPRESSIVEIS

2.1.1 CASO BIDIMENSIONAL

Para um escoamento compressivel, bidimensional e viscoso, as equacdes de Navier-Stokes

na forma conservativa sdo expressas por:

9Q 9 ) B
E‘i‘a_x(Ei_Ev)—i_a_y(Fi_Fv)_o 2.1)

Os vetores (Q das varidveis conservativas, E; e F; dos fluxos nao viscosos, E, ¢ F, dos

fluxos viscosos sao definidos da seguinte forma:

Q = (p, pu, pv, pE)"
E; = (p, pu® + p, puv, (0E + p)u)”
F; = (p, puv, pv* + p, (pE + p)v)” (2.2)
E, = (0, Tou, Toy UToz + UTuy + Gue)t
F, = (

C T
0, Ty Tyys UTey + UTyy + Gye)

sendo p a massa especifica, u e v os componentes cartesianos da velocidade e p a pressao.

A energia interna total E € calculada em funcdo da energia interna térmica e por:
E=e+ (u®+v%)/2. (2.3)

Os tensores normais (7, , € 7,,), 0 tensor cisalhante (7,,,) e os fluxos difusivos de energia

2 (o
Tow = Mg~ 31\ s dy

(Gz,c € Gy,c) sd0 dados por:

ov 2 ou Ov
(e
Tow = e =Gy T e
oT
)
qz,e O
) oT
Qye = ka_y

sendo p a viscosidade dindmica, k a condutividade térmica e T a temperatura.
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Nas equacdes de governo (2.1), os fluxos ndo viscosos E; e F; estdo associados as informa-
coes convectivas do escoamento, ao passo que os fluxos viscosos E, e F', se relacionam com
as informacoes difusivas. As caracteristicas de propaga¢do das informagdes convectivas sao
fornecidas pelos autovalores das matrizes Jacobianas dos fluxos ndo viscosos A = JE;/0Q e

B = 0F;/0Q. Estas matrizes sdo dados por:

0 1 0 0
Ip 5 dp Op p
— —u 2u + —
A dp d(pu) d(pv) I(pE) 2.5)
—uv v U 0
dp op pE +p dp op
“op (pE+p) “o(pu) p o(pv) " (1 " 0(p3)>
0 0 1 0
— UV v U 0
B= I dp Ip dp (2.6)
— - 20+
5 Ip 3(5@ 5 (5‘(,OJ§)Jr a(/)Ea)
D v p p | pE+p p
“op (b +p)p "aow) "alpr) T p H 3(pE)>

As derivadas da pressdo em relacdo as varidveis dependentes conservativas sao dadas por

FEDKIW et al. (1997): .
Op u®+ v
—=(v-1 —h T

oo _ "

op v — 1)
dp

a(pE) — =1

onde 7 € a razdo entre os calores especificos a pressdo ¢, e volume ¢, constantes, 7 = ¢,/c,.

2.1.2 CASO QUASE-UNIDIMENSIONAL NAO VISCOSO

Escoamentos em tubeiras de misseis com formato do tipo bocal De Laval sdo considerados
fendmenos puramente ndo viscosos em fun¢do dos elevados valores que a velocidade atinge.
Esse e outros problemas bidimensionais ndo viscosos podem ser modelados pelas equacdes
de Euler compressiveis quase-unidimensionais. Essas equagdes sdo aproximagdes de modelos
bidimensionais, nos quais a varia¢do da drea da secdo transversal A(x) € pequena. A partir das

equagdes de governo apresentadas em (2.1), a derivada em y do termo inviscido F; é substituida
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por uma expressao calculada a partir do termo fonte de drea H e do fluxo inviscido E; na dire¢dao

x, chegando a:

= H - E; 2.8
ot dr  Alxz) Oz ( 2 28)

sendo H o termo fonte de variacdo de area dado por
H = (0,p,0)" (2.9)

Os vetores (Q das varidveis conservativas e E; dos fluxos inviscidos sdo obtidos da seguinte

forma:
Q = (p, pu, pE)"
E; = (p,pu® + p, (pE + p)u)” (2.10)

2.2 SEPARACAO DA PRESSAO

Além do problema de rigidez numérica, um segundo problema afeta a taxa de convergéncia
das simula¢cdes computacionais de escoamentos compressiveis com baixas velocidades. Os er-
ros de arredondamento no calculo do gradiente espacial da pressao na equagdo da quantidade de
movimento sdo amplificados. Isso ocorre em funcdo da discrepancia existente entre as contri-
bui¢des da pressdo, a hidrodinAmica py,, proporcional a pu?, € a termodindmica pr, proporcional
a pc®. Além disso, de acordo com VENKATESWARAN e MERKLE (1999), a derivada espa-
cial da pressdo é multiplicada por um fator da ordem de 1/M?, o qual atinge elevados valores
quando Mach tende para zero.

Para minimizar este problema, as contribui¢cdes hidrodinamica e termodindmica da pressao
sdo separadas de acordo com p = pr + pj, onde se assume que pr seja constante no espaco,
como por exemplo uma pressao atmosférica (MERKLE e CHOI, 1988; TURKEL et al., 1993;
SESTERHENN et al., 1999). Com isso, o gradiente espacial da pressdo na equacdo da quanti-
dade de movimento € reescrito da seguinte forma:

Op _ Opr N Ipn ., Opn
or Oz or Oz

(2.11)
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2.3 METODOLOGIA TRADICIONAL DE PRE-CONDICIONAMENTO

Os autovalores das matrizes Jacobianas A e B fornecem as velocidades de propagacdo das
informacdes do escoamento nas dire¢des x € y, como se segue:
A= {1, Ao, A3, M} ={u, u, u+ ¢, u—c}
(2.12)
B = {\, X2, A3, M} ={v, v, v+¢,v—c}
sendo ¢ a velocidade do som no escoamento.

Uma simples andlise dos autovalores de A e B evidencia o problema de rigidez numérica
presente nas simulacdes de escoamentos compressiveis com baixas velocidades. Somente os
autovalores da matriz A associados a propagacdo das informacdes na dire¢do x serdo conside-
rados. As conclusdes obtidas podem ser estendidas de maneira andloga para a dire¢ao y. Para
baixos valores de Mach (u << ¢), os autovalores acusticos tém magnitude muito maior do que
os autovalores convectivos. O passo no tempo fica limitado pelos autovalores acusticos, uma

vez que o mesmo € calculado em funcdo do autovalor de maior magnitude, como se segue:

) {CFL.A;I: CFLAx CFL.Ax CFL.Ax}
At = min , , ,
A1 Az | As] | A4l
(2.13)
) {CFL.A;I: CFLAx CFL.Ax CFL.Ax}
At = min , , ,
|ul |ul lutcl  Ju—c|

onde Az é um comprimento caracteristico, geralmente o espacamento da malha. O nimero
de Courant-Friedrich-Lewy (CFL) relaciona as velocidades fisicas com a velocidade numérica
(Az./At). O CFL é usado para definir o critério de estabilidade numérica de um método
de marcha no tempo, indicando o quanto a velocidade numérica pode crescer em relacdo as
velocidades fisicas sem provocar instabilidade.

Dessa forma, mesmo em problemas nos quais as informagdes acusticas sdo irrelevantes, nao
se consegue realizar simulacdes usando a velocidade convectiva como referéncia para o passo
no tempo, ficando preso aos baixos valores do passo no tempo acustico.

O problema de rigidez numérica € solucionado por meio do pré-condicionamento das equa-
coes governantes. Para que o emprego dessa técnica de aceleracio de convergéncia possibilite a
separagdo das contribui¢cdes da pressao, as equacdes de governo devem estar na forma primitiva.
Assim, as equacdes bidimensionais (2.1) passam a ser escritas como:

T%—?%—%(E,——EU)—F%(E—FU) =0 (2.14)
sendo o conjunto de varidveis primitivas Q dado pelo vetor transposto abaixo

A~

Q = (phJU"UaT)T (215)
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Apesar das propriedades pressao e velocidade freqiientemente estarem presentes no vetor de
varidveis Q, a temperatura pode ser substituida por entalpia (SHUEN et al., 1993) ou entropia
(TURKEL, 1987), dentre outros.

A matriz Jacobiana T de mudanca de varidveis conservativas para primitivas expressa por

dp dp
dp 00 oT
Ip
9Q U 8_p p 0 U g—;
ks p ap (2.16)
0Q V= 0 »p V=
dp oT
dp oh dp oh
it hAGRN | )2 il
ap Pap P M ar TP

sendo h = e+ p/p aentalpia por unidade de massae H = h + (u® + v?)/2 a entalpia total
por unidade de massa.
As dependéncias da massa especifica e da entalpia em relag@o a pressdo e a temperatura sao

determinadas a partir da equacao de estado para gases perfeitos mostrada abaixo:

T
p=pRT e h:h?e—i-/ cp(s)ds (2.17)

To
onde 7 é uma temperatura de referéncia, R € a constante especifica dos gases e h](? € o calor

de formacgdo por unidade de massa.

A equacdo de estado (2.17) nos leva as seguintes relacdes (MERKLE e CHOI, 1987):
dp 1 dp _ p oh oh

b RT  ar T o V¢ ar-

O pré-condicionamento das equagdes de governo bidimensionais (2.14) € feito substituindo-

¢ (2.18)

se a matriz T por uma matriz pré-condicionadora I', chegando a:

oQ o )
T T ar B~ B+ 5 (Fi—Fu) =0 (2.19)

O pré-condicionamento altera a evolucdo transiente do escoamento. Com isso, o tempo fi-
sico t é perdido e a solucao € obtida em um pseudo-tempo 7. Analisando as equacdes de governo
bidimensionais ndo pré-condicionadas (2.1) e as equacdes bidimensionais pré-condicionadas
(2.19) verifica-se que a solu¢do de regime permanente do tempo fisico ¢ — oo € recuperada no
regime permanente do pseudo-tempo 7 — 0.

A matriz pré-condicionadora I' é dada por:

Pp 0 0 Pr
0
r— “Pr P r (2.20)
VP 0 p vpr

Hp, — (1 —phy) pu pv Hpr+ phr
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Para o caso quase-unidimensional ndo viscoso, as equacdes de governo pré-condicionadas

sdo dadas por: A
8_Q OE; 1 0A(x)

F@T * or  A(r) Ox

(H-E,;) (2.21)

O conjunto de varidveis primitivas Q e a matriz pré-condicionadora I' sdo definidas para o

caso quase-unidimensional da seguinte maneira:

Q= (p,u,T)" (2.22)
Pp 0 pr

Hpp, — (1 = phy) pu Hpr + phr

2.3.1 PARAMETROS DA MATRIZ PRE-CONDICIONADORA

A dependéncia da massa especifica em relacdo a temperatura pp é obtida por meio da se-

guinte expressao:

dp
= - 2.24
PT T ( )
A dependéncia da massa especifica em relag@o a pressdo p,, € dada por:
1
Pp = vz — pr (L= phy) [ (phr) (2.25)
p

A expressdo de p, € proveniente da relacdo (2.26) para um fluido de equagdo de estado

dp 1 Op oh oh
e = 2.2
op & or ( P 5’p) / (p aT> (2:26)

De acordo com TURKEL (1987), para que ocorra a repeticao dos autovalores convectivos

arbitrdria, como se segue:

do sistema pré-condicionado, ou seja, os autovalores de I'"1A e I'"'B, mantendo intacta a
natureza matematica do sistema nao pré-condicionado com matrizes A e B, a dependéncia da
entalpia em relacdo a temperatura h deve ser imposta da seguinte forma:

Oh

hp = 2=
= oar

(2.27)

A maioria dos métodos pré-condicionadores classicos TURKEL (1987); WEISS e SMITH
(1995); VENKATESWARAN e MERKLE (1999) calculam a dependéncia da entalpia em rela-

¢do a pressdo h, da seguinte forma:
oh

=5

(2.28)
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A velocidade do som pré-condicionada V), cuja féormula serd derivada a seguir, € o pardmetro
0 variam em fun¢do do método de pré-condicionamento adotado. Tomando-se & = 0, temos
o pré-condicionamento de VENKATESWARAN ¢ MERKLE (1999). Para § = 1, temos o
pré-condicionamento de WEISS e SMITH (1995).

Ap0s o pré-condicionamento das equacOes de governo bidimensionais (2.19), as velocida-
des de propagacdo das informagdes do escoamento nas dire¢des x e y passam a ser fornecidas

pelos autovalores das matrizes I'"'A e !B, onde A = 0E,;/0Q ¢ B = 9F;/0Q. As novas

matrizes Jacobianas dos fluxos inviscidos sd@o dados por:

u@ 0 u@
ap P aT
1+ UQ% 2pu 0 UQ@
i Op or (2.29)
uv% pU pu uvg—;
p
d(pH) 2 O(pH)
o p(H +u®) puv wu 5T
o N
ap 7 oT
uv@ v ou uv@
B= op or (2.30)
1+ 02@ 2pv 0 v2@
dp oT
d(pH) d(pH)
H 2
o puv p(H 4+ 0v%) v o
onde
J(pH) dp  0Oh O(pH) op Oh
= H-*— — =H— —. 2.31
op op oy ot ar " Par @31

Os autovalores acusticos do sistema pré-condicionado assumem a forma:

U V2 U V2\\ 2
v V2 v V2\\?
vic:>§<1+—cg>i\/x@2+(§<1__Cg)) (233)

A velocidade do som pré-condicionada V), € selecionada de tal forma a re-escalonar os au-

tovalores das matrizes Jacobianas (2.5) e (2.6), fazendo com que os novos autovalores acusticos

(2.32) e (2.33) sejam da mesma ordem de grandeza dos autovalores convectivos.
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Para TURKEL (1987), a velocidade do som pré-condicionada € expressa por:
Vp = min{vu? +v?, ¢} (2.34)

Para evitar problemas em situagdes que a velocidade do escoamento fica muito reduzida,
TURKEL (1987) estabeleceu um chaveamento com um parametro arbitrdrio e. Assim, a velo-

cidade do som pré-condicionada passou a ser obtida da seguinte maneira:
V, = min{max{vu? + v2, €}, c} (2.35)

O trabalho de VENKATESWARAN e MERKLE (1999) definiu com mais detalhes as ca-
racteristicas do parametro €. Incialmente definiu-se a contribui¢@o inviscida da velocidade do

som pré-condicionada da seguinte forma:
Vinwi = v u? 4 v? (236)

Pontos de estagnacdo no escoamento podem causar problemas ao esquema de pré-
condicionamento proposto, uma vez que as magnitudes das velocidades do escoamento se apro-
ximam de zero. Por esta razdo, em VENKATESWARAN e MERKLE (1999) definiu-se mais
uma contribuicao da velocidade do som pré-condicionada, dada por:

Ap

Vdinam = I (237)
P

onde Ap é a variagdo de pressdao em dois pontos consecutivos da malha espacial.
De acordo com VENKATESWARAN e MERKLE (1999), a expressdo de V), ainda sofre

uma modificacdo por conta das escalas viscosas, como se segue:

ala —1) 2 BB —1) 2

Viiseo = Max —c - (2.38)
(Oé—l-i-ﬁ) (ﬁ_l_‘_E)
sendo os parametros « e (3 dados por
CFL AR? CFL 1
= — = 2.39
“~ VNN Re, 0= VNN AR e, (239)
com
A A A
Re, == |  Re,=—Y ¢ AR=°2 (2.40)
7 p Ay

onde Ax e Ay sdo comprimentos caracteristicos nas direcdes x e y, 1 € a viscosidade cinemadtica

e VNN € o nimero de Von Neumann.
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Por fim, chega-se a expressao de V), utilizada por VENKATESWARAN e MERKLE (1999)
sendo:
‘/p - min{max{‘/irwia Vdinam7 ‘/TJiSCO}J C} (241)

ou ainda, utilizando-se o parametro €
V, = min{max{V,.;, €}, ¢} (2.42)

onde
€= max{ ‘/;linamu ‘/visco} (243)

As formulacdes de € apresentadas nos trabalhos de TURKEL (1987) e CHOI e MERKLE
(1985, 1993) buscam minimizar, por meio dos autovalores do sistema, os ja conhecidos proble-
mas de amplificagdes de perturbagdes no transiente inicial e de dificuldade de convergéncia em
pontos de estagnacdo (DARMOFAL e SCHMID, 1996).

Analisando-se a expressdo obtida para a velocidade do som pré-condicionada (2.41),
verifica-se que, quando o sistema pré-condicionado estd sujeito a velocidades supersonicas,
o chaveamento existente em faz com que V,, = c¢, recuperando-se o sistema original com os

autovalores apresentados em (2.12).

2.4 NOVA METODOLOGIA DE PRE-CONDICIONAMENTO

Em func¢do das constatacdes de que € possivel minimizar a razdo de autovalores dos pré-
condicionadores classicos (=~ 2.6), adicionando-se as conclusdes dos estudos de LEE ¢ LEER
(1993), DARMOFAL e SCHMID (1996), SESTERHENN et al. (1999) e LEE (2005, 2007)
quanto ao problema de amplificacdo de erros desses métodos pré-condicionadores, o obje-
tivo cientifico deste trabalho de Tese € definir uma metodologia para desenvolvimento de pré-
condicionadores, buscando um aumento da eficiéncia computacional. Para tanto, serdo propos-
tas modificacdes nos esquemas cldssicos de pré-condicionamento das equacdes.

A filosofia da nova metodologia de simulacao computacional € baseada na selecdo 6tima de
parametros livres (h,, V,, e §) da matriz pré-condicionadora I', em cada ponto da malha espacial,
de maneira a satisfazer critérios de desempenho definidos com o objetivo de minimizar a razao
de autovalores e a amplificagdo de erros.

Para a defini¢do dos critérios de desempenho, nas secdes subsequentes, sao realizadas as

seguintes andlises:
e andlise de rigidez numérica;
e andlise numérica da amplificagcdo de erros;
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e andlise fisica da amplificacdo de erros.

2.4.1 ANALISE DE RIGIDEZ NUMERICA

Para a realizac@o da andlise de rigidez numérica, somente serdo considerados os autovalores
associados as velocidades de propagacao das informacdes de um escoamento unidimensional.
As conclusdes obtidas podem ser extendidas de maneira andloga para escoamentos bidimensi-
onais ou tridimensionais.

A partir da matriz pré-condicionadora I definida em (2.20) e da matriz Jacobiana A apre-

sentada em (2.29), os autovalores de T~1 A podem ser escritos da seguinte maneira:
5\1 =Uu s 5\2 = él — ég € 5\3 = él + ég (244)

onde coeficientes adicionais C; e 'y sdo dados por

AU p Oh ap oh oh
Cr=35 {1 + (?a_T + p(pT — a_T> (hp - a_p>) / (,oT(l — phy) + pppa—T)} (2.45)

A A oh 2 oh
C'z:\/C%Jrﬂa—T(l—Z—g)/(PT(l—Php)+PPP8—T> (2.46)

E facil verificar que C; = u e (5 = c se o pré-condicionamento for removido, ou seja,

I' = T. Além disso, uma inspecdo dessas expressoes revela que Ci~u /2e C, pe ol quando o
pré-condicionador € aplicado. Isto significa que o < A < Ay quando a velocidade € positiva,
mas 5\3 < ;\1 < 5\2 caso nao seja.
Como a rigidez numérica estd associada com a razao entre os autovalores, pode-se definir
rigorosamente a rigidez numérica R como se segue:
. sl / ol 5 w>0
R = X X , (2.47)
Aol / As] 5w <O
0 que nos leva ao primeiro critério de desempenho para a selecdo 6tima dos parametros livres
(hy» V,, € 0) da matriz pré-condicionadora T'. A rigidez numérica R deve ser minimizada tal
forma que:

A~

R—1 (2.48)

Pode-se estimar a rigidez numérica R obtida pelos métodos pré-condicionadores classicos
(VENKATESWARAN e MERKLE, 1999) para baixo nimero de Mach. Para isso, simplifica-se

os coeficientes apresentados em (2.45) e (2.46) da seguinte forma:

R V.2
¢y = g (1 4 U—Z) (2.49)
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R R 2
Cy = \/012 + V2 (1 - %) (2.50)

e assumindo-se que V,, = u (VENKATESWARAN e MERKLE, 1999), a rigidez numérica R ¢é

calculada sendo

V541
51

R ~

~ 2.618 + O(M?) (2.51)

S

2.4.2 ANALISE NUMERICA DA AMPLIFICACAO DE ERROS

Como j4 foi visto, no que diz respeito ao controle de erro, os métodos pré-condicionadores
classicos se limitaram as origens dos erros de arredondamento. Entretanto, este trabalho de Tese
emprega uma abordagem diferente, na qual devemos nos preocupar também com a amplificacao
de erros no decorrer do processo iterativo.

A andlise numérica cldssica de STOER e BULIRSCH (1993) pode ser usada para esclarecer
o papel desempenhado pela matriz pré-condicionadora na amplificacdo de erros. Para isso,

inicialmente as equagdes de governo pré-condicionadas (2.19) devem ser reescritas da seguinte

maneira: .
0Q 0 0
r—=-—E,-E,)) ——(F, - F, 2.52
5o = BB~ 5 (Fi—F) 252)
O residuo explicito R do sistema de equacdes € dado por:
0 0
R=——(E,-E,)— —(F,—F, 2.53
5 BBy~ o (F, ) 253

o que torna possivel representar o sistema de equacdes (2.52) em fun¢do do residuo explicito da

seguinte forma

0Q
5 =
Em seguida, chega-se as equacdes de governo na forma linearizada, discreta e residual,

r R (2.54)

COmo s€ segue:
I'yAQ = —ATR, (2.55)

onde AQ € o incremento adicionado ao estado anterior da solugdo Qo. apds um passo no
pseudo-tempo A7, e Rg é o residuo explicito no mesmo instante do pseudo-tempo.
Considerando-se o erro 6(AQ) gerado no cdlculo de AQ devido ao erro §(R,) existente

em Ry, as equagdes (2.55) podem ser reescritas da seguinte forma:
Ty (AQ+45(AQ)) = — A7 (Ro +(Ro)) (2.56)

Subtraindo-se as equagdes (2.55) das equagdes (2.56), verifica-se que o erro ¢ (AQ) pode
Ser expresso por:
5(AQ) = — AT 6(Ry) (2.57)
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assumindo que I'y possa ser invertida.
Aplicando-se uma norma p arbitrdria L, =|| ||, as equagdes (2.57), pode-se obter uma

expressio para | §(AQ) ||, da seguinte forma:
| 5(AQ) [l, = A7 || T5" 6(Ro) Iy (2.58)

Como a norma de um produto || A B ||, é menor ou igual ao produto das normas dos

elementos || A ||, || B ||,, chegamos a:
16(AQ) [l < AT TG [, Il 6(Ro) Il (2.59)

Aplicando-se uma norma p arbitraria L, =|| ||, as equagdes (2.55), pode-se obter uma

expressdo para || Ty AQ ||, da seguinte forma:
ITo AQ [l = A7 || Ry |, (2.60)

Pode-se relacionar o erro relativo da solugdo com o erro relativo do residuo. Para isso,

inicialmente deve-se dividir o resultado obtido em (2.59) pelas equagdes (2.60), como se segue:

16(AQ) Il _ AT [ Tg" [l | 6(Ro) |,
I To AQ |, AT | Ro [ly

(2.61)

Novamente considerando que a norma de um produto | A B ||, ¢ menor ou igual ao produto

das normas dos elementos || A ||, | B ||,, chegamos a:

15(AQ) I, _ I15AQ) Il _ A7 IITS" [, || 6(Ro) I},

A < A < (2.62)
IToll, [AQ [,  [[ToAQ], AT || Ro [lp
obtendo, apds uma manipulagio algébrica, o seguinte resultado
S(AQ - S(R,
PR b ypy ), oy, LR 269
1AQ |, I Ro I,

Analisando a equacdo (2.63), constata-se que o fator que relaciona o erro relativo da solucao

com o erro relativo do residuo é o nimero de condicionamento da matriz [', como se segue:
Kp(To) = 1[I To lp 1 T5" [l (2.64)

Repetindo o procedimento realizado para obtencao das equacdes de governo na forma apre-
sentada em (2.56), porém considerando agora o erro ¢ (AQ) gerado no célculo de AQ devido
ao erro 0(Ty) existente em I'y. Com isso, as equagdes (2.55) podem ser reescritas da seguinte

forma:
(To + 0(Ly)) (AQ+46(AQ)) = —ATR, (2.65)
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Pode-se relacionar o erro relativo da solucdo com o erro relativo da matriz pré-
condicionadora. Para isso, deve-se subtrair as equacdes (2.55) das equacdes (2.65), como se
segue:

(To + 6(T0)) (AQ+35(AQ)) — To AQ = 0 (2.66)

chegando a
Lo 6(AQ) + 6(Ty) AQ + 6(Ty) 6(AQ) = 0 (2.67)

Assumindo que o erro de uma varidvel € muito menor que esta varidvel, pode-se considerar
que o produto dos erros §(I'y) §(AQ) tenha valor desprezivel. Sendo assim, as equagdes (2.67)
tomam a seguinte forma:

Ty 6(AQ) + 6(T) AQ = 0 (2.68)

que, ap6s manipulagdes algébricas, pode ser escrita como

5(AQ) = —T5" §(Ty) AQ (2.69)
Aplicando-se uma norma p arbitrdria L, = || ||, as equagdes (2.69) chega-se a:
16(AQ) [l =1 Tg" 4(T0) AQ ||, (2.70)

Considerando-se que a norma de um produto || A B C' ||, € menor ou igual ao produto das

normas dos elementos || A ||, || B ||, || C ||, as equagdes (2.70) tomam a seguinte forma:

16(AQ) ll, < 1T llp I 6(To) [l 1| AQ [l (2.71)

que, ap6s manipulagdes algébricas, pode ser escrita como

S(AG 5(T
| AQ |, | To |,
se e somente se a relagcdo
_ o(
0 <o, | Tyt LOEOL by @73)

' To |l
for satisfeita.

Analisando a equacgdo (2.72), constata-se que o nimero de condicionamento da matriz I’
também € o fator que relaciona o erro relativo da solucdo com o erro relativo da matriz pré-
condicionadora. Sendo assim, pode-se afirmar que o nimero de condicionamento da matriz I’
¢ uma medida de sensibilidade do sistema a amplificacao de erros durante o processo iterativo.

Dessa forma, a sensibilidade assintética S, do sistema 2 amplificacdo de erros pode ser

rigorosamente definida por:
Sa = Kp(To) = || To oI To* Il (2.74)
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Chega-se ao segundo critério de desempenho para a sele¢do 6tima dos pardmetros livres (h,,
V, e ¢) da matriz pré-condicionadora I'. A sensibilidade assintética do sistema a perturbacdes

Sa deve ser minimizada de tal forma que:

S, —1 (2.75)

A formulacdo apresentada nesta se¢do foi desenvolvida para a hipétese de emprego de mé-
todos de marcha no pseudo-tempo explicitos, uma vez que o uso desses métodos de marcha
faz com que o sistema de equacdes algébricas resultante seja do tipo bloco diagonal. Verifica-
se que os elementos da diagonal principal sdo originados exclusivamente pelas matrizes pré-
condicionadoras. Utilizando-se métodos de marcha implicitos, o sistema algébrico resultante
passa a ser tridiagonal. Porém, freqiientemente constata-se que esses sistemas tridiagonais pos-
suem dominancia diagonal, tornando a formulacdo desta secdo também vélida para métodos

implicitos com esta propriedade.

2.4.3 ANALISE FISICA DA AMPLIFICACAO DE ERROS

As ferramentas matematicas tradicionalmente empregadas em anélise de estabilidade hidro-
dinamica cldssica tém sido empregadas em andlise de estabilidade numérica de problemas de
valor inicial, proporcionando melhoria nos limites superiores impostos ao CFL (VANDORS-
SELAER et al., 1993), uma vez que sdo baseadas nos autovalores do sistema. Uma variante
desta teoria, baseada em uma andlise de estabilidade algébrica, foi utilizada para a andlise de
estabilidade de esquemas pré-condicionadores (MOINIER e GILES, 2002). Uma nova ana-
lise de estabilidade, aplicada no contexto de pré-condicionadores, foi abordada no trabalho de
DARMOFAL e SCHMID (1996). Este estudo mostrou que a ortogonalidade dos autovetores
influenciava no potencial de amplificacdes de perturbagdes durante o transiente inicial do pro-
cesso iterativo de obten¢do da solugdo.

Apesar dos avancos feitos por DARMOFAL e SCHMID (1996), constata-se que nenhum
estudo levou em consideragdo a influéncia dos autovetores no desenvolvimento de matrizes pré-
condicionadoras adequadas para baixo nimero de Mach. O préprio estudo de DARMOFAL e
SCHMID (1996) apenas tenta explicar a falta de robustez destes métodos, justificando quanti-
tativamente a necessidade do chaveamento arbitrario da velocidade do som pré-condicionada
com o parametro € utilizado na literatura pelos pré-condicionadores cldssicos.

Para se verificar como os autovetores podem ser inseridos no desenvolvimento de métodos
pré-condicionadores, pode-se aplicar a transformada de Fourier nas equagdes de governo pré-

condicionadas. Para facilitar a anélise, o regime € considerado unidimensional e inviscido. As
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equagdes pré-condicionadas (2.21) tomam a forma:

oQ . 0Q
M= = 2.
or ox 0 2.76)
sendo
M=T"TA (2.77)

obtendo, apds o uso da transformada de Fourier,

dé )
M kMg =0 (2.78)
dr

onde k € o nimero de onda e § € a transformada de Fourier do vetor de varidveis primitivas Q
definido em (2.22).

A solucao das equagdes (2.78) pode ser escrita usando-se a matriz exponencial de GREEN-
BERG (1998) da seguinte maneira:

q(1) = do exp[— kM, 7] (2.79)

onde § € a transformada de Fourier do estado de referéncia Q, também usado para gerar a
matriz linearizada M, e, ainda, como condi¢do inicial para o préximo passo no pseudo-tempo.

Conforme descrito no estudo de DARMOFAL e SCHMID (1996), a amplificagdo méxima
da soluc@o (1), para um determinado instante do pseudo-tempo, pode ser expressa pela norma

de uma matriz exponencial, como se segue:

G(r) =| exp[ - kMo] |, (2.80)
com
M, = Ro Ay Ry! (2.81)
chegando a
G(r) =|| Ry exp[— k Ay 7| Ry ||, (2.82)

onde Ry € a matriz de autovetores a direita e Ay € a matriz diagonal de autovalores, com
elementos ndo nulos fornecidos em (2.44), os quais sdo avaliados e normalizados por q.

Aplicando-se uma norma p arbitrdria L, = || ||, as equacdes (2.82) tem-se que:
G(r) <[ Rollp IRG" Il | exp[ = kAog7] ], (2.83)

O ntimero de condicionamento da matriz de autovetores /C,( R ) pode ser obtido aplicando-

se uma norma p arbitraria L, = || ||, em Ro da seguinte maneira:
Kp(Ro) = Ro llp [| Ry™ [l (2.84)
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A partir das equagdes (2.83) e (2.84), pode-se conectar a amplificacio mdxima da solugdo

G(7) com o niimero de condicionamento da matriz de autovetores &C,( Ry ), por:
G(r) < Kp(Ro) [lexpl = kAor] |, (2.85)

Segundo DARMOFAL e SCHMID (1996), a amplificacdo médxima da solucdo pode ser
generalizada, para todos os instantes 7 do pseudo-tempo considerados no transitério inicial do

processo iterativo de obtencao da solugdo, da seguinte forma:
Gz =sup|[G(7) | (2.86)

Ainda de acordo com DARMOFAL e SCHMID (1996), a amplificacdo méxima generali-

zada da solu¢do G, pode ser limitada por:
1 € Gaw < Ky(R) (2.87)

Analisando a equacdo (2.87), constata-se que o nimero de condicionamento da matriz de

autovetores dado por
Kp(R) = | R [l | R7" |, (2.88)

pode ser encarado como um limite superior da amplificacio maxima generalizada da solugdo
G 02- Sendo assim, pode-se afirmar que o nimero de condicionamento da matriz de autove-
tores € uma medida de sensibilidade do sistema a amplificacdo de erros durante o transitorio
inicial do processo iterativo de obtencado da solucao.
Dessa forma, a sensibilidade transitéria (S;) do sistema 2 amplificacdo de erros pode ser
rigorosamente definida por:
S, = K,(R) (2.89)

A partir da expressao (2.89), chega-se ao terceiro critério de desempenho para a sele¢do
6tima dos parametros livres (h,, V,, e §) da matriz pré-condicionadora I'. A sensibilidade tran-

sitéria do sistema a perturbacgdes S; deve ser minimizada de tal forma que:

S, —1 (2.90)
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3 FORMULACAO NUMERICA

3.1 VERIFICACAO E VALIDACAO DO CODIGO COMPUTACIONAL

Em computacdo cientifica, a verificagdo de um cddigo tem por objetivo assegurar que este
represente fielmente o modelo matemético proposto. A verificacdo € uma etapa fundamental
durante o desenvolvimento de qualquer c6digo computacional. A precisdo do resultado numé-
rico obtido durante a simula¢do de um problema fisico dependera de diversos valores arbitrados
durante o desenvolvimento do cddigo, tais como o tipo de discretizagdo adotado, o grau de
refinamento da malha computacional, as tolerancias adotadas, entre outros. No entanto, in-
dependente dos parametros escolhidos, é possivel certificar-se de que o cédigo desenvolvido
estd livre de erros de programacao, através de procedimentos de verificacdo que utilizam os
resultados obtidos pelo proprio cédigo implementado. Por outro lado, a validacdo do cdodigo
computacional e do modelo matematico proposto analisa se estes sdo capazes de reproduzir de
forma aceitdvel o comportamento do fendmeno fisico que se deseja simular (OBERKAMPEF,
2010).

A andlise da ordem de erro do método programado € um rigoroso critério de verificacdo,
onde € possivel analisar ndo somente a convergéncia da solucdo numérica, como também se o
erro de discretizacdo reduz, com a mesma taxa da ordem tedrica do método, quando a malha
espacial e/ou temporal € refinada. A ordem tedrica de um cddigo € definida através de analise
da ordem do erro de truncamento que surge durante a discretizagc@o. Ja a ordem real do cédigo
programado pode ser calculada por um procedimento pratico, onde deve ser avaliado se a taxa
com que o erro de discretizacdo decresce é condizente com a ordem tedrica do método. Através
da andlise de ordem, € possivel identificar diversas fontes de erros que possam existir na pro-
gramacdo do cédigo implementado. Uma fonte comum de erro durante o desenvolvimento de
um cédigo computacional ocorre nos contornos do dominio, devido a imposi¢cao de condicdes
equivocadas. Com a analise de ordem, € possivel verificar se as condi¢cdes de contorno impostas
estdo coerentes com o problema simulado, gerando, com isso, uma solu¢do de mesma ordem
em todo o dominio (KNUPP, 2000).

De forma geral, pode-se dizer que a verificagdo da ordem de precisdo de um cédigo analisa
se as equacdes governantes estdo sendo resolvidas de forma correta, enquanto que a valida-
cdo demonstra que as equagdes a serem resolvidas representam, com fidelidade, o fendmeno

fisico em questdo. Desta forma, fica claro que se deve realizar a verificagdo do cédigo antes
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da valida¢do, uma vez que um cddigo ndo verificado pode produzir resultados insatisfatdrios,
devido a algum erro de programacao ou, simplesmente, por terem sido utilizados parametros
insuficientemente rigorosos durante a solu¢do numérica.

Segundo KNUPP (2000), um método frequentemente empregado para calcular a ordem de
precisdo da solucdo gerada por um cdodigo computacional consiste em executar o c6digo em
questdo para trés malhas consecutivamente refinadas. Selecionando-se duas solucdes, calcula-
se o erro entre as mesmas considerando a soluc@o obtida pela malha mais refinada como uma
solucdo “exata”. Repete-se o procedimento realizado, utilizando uma nova solucio e uma das
duas solugdes ja empregadas. Com isso, € possivel calcular o erro de discretizagdo em funcado
de h, sendo este parametro a distancia entre os pontos na malha para o cdlculo da ordem espacial
ou o tamanho do passo no tempo para o cdlculo da ordem temporal.

Portanto, para qualquer método discreto, sabe-se que a ordem do erro da solugdo € uma
funcao de h, ou seja:

E x E(h) (3.1)

Sabendo que o erro de truncamento em uma discretizac¢do € da ordem de h”, sendo p a ordem

tedrica da discretizacdo empregada, para duas malhas consecutivamente refinadas tem-se:

Ertaihar — Enrathaz o< O(RP) (3.2)
h p
Erratha2 — Erathas o< O ((;) ) (3.3)
sendo r o refinamento empregado na malha. O produto entre os erros descritos acima € dado
por:
E alhal — E alha
Malhal Malha2 _ p (3.4)

EMalhaQ - EMalha3
Com isso, a ordem real do cddigo implementado pode ser obtida conforme a equacgdo (3.5).

Entretanto, cabe ressaltar que ndo existe uma maneira Unica para célculo da ordem, podendo

ser usadas outras formulas.

EMalhaQ - EMalha3
log(r)
Quando a ordem calculada € menor que a ordem tedrica do método, deve-se rever a progra-

1 (EMalhal - EMalhaQ)
og

p= (3.5)
macao em busca de possiveis erros no codigo. Nos casos em que a ordem real calculada € igual
ou aproximadamente igual a ordem tedrica, apds alguns testes com diferentes malhas, significa
que a ordem do c6digo programado foi verificada com sucesso. Um c6digo com ordem real

verificada deve ser, por fim, validado para que seja considerado confidvel.
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3.2 DISCRETIZACAO TEMPORAL

O foco deste trabalho de Tese sdo simulagdes de regime permanente, uma vez que o pré-
condicionamento das equacgdes governantes altera a evolugdo transiente do escoamento, res-
tando somente a solu¢do no regime permanente do pseudo-tempo. Contudo, como serd visto em
secOes subsequentes, empregou-se um problema transiente para verificacdao do cédigo computa-
cional utilizado, tanto da ordem espacial quanto da ordem temporal. Para isso, implementou-se
o método DTS, no qual a acurécia temporal é recuperada reintroduzindo-se a derivada no tempo

fisico 9Q /Ot na equagdo pré-condicionada (2.19), como se segue:

o0Q 0Q 9 0 _
E+E+£(E1_Ev)+a_y(Fl_Fv)_O (36)

Para obtengdo da solugdo transiente, a cada passo no tempo fisico, deve-se marchar até
o regime permanente do pseudo-tempo, recuperando o sistema de equacdes governantes nao
pré-condicionadas (2.1). A derivada no pseudo-tempo 0Q /0T) deve ser reduzida a um erro
arbitrdrio (error = ¢), menor do que o erro espacial, indicando que a marcha atingiu o re-
gime permanente do pseudo-tempo. Em regime permanente, o erro da solu¢cdo numérica fica
restrito ao erro da discretizagdo espacial. O passo no pseudo-tempo A7 € escolhido para uma
convergéncia 6tima em cada iteracdo, enquanto que o passo no tempo fisico At é escolhido de
acordo com a fisica do problema. Contudo, existe uma correlacao entre eles. Quanto maior o
passo dado no tempo fisico, maior serd o nimero de passos no pseudo-tempo necessario para
se atingir o regime permanente no pseudo-tempo.

Na marcha no pseudo-tempo, a aproximacao da derivada temporal (8@ /OT) é realizada pelo
método de Euler implicito, com um passo uniforme no pseudo-tempo A7, por:

85’_(3 ~ % + O(AT) (3.7)

com AQ = Q! — Qr.

A representagdo AQ é a forma incremental ou residual (TANNEHILL et al., 1997) do vetor
de varidveis primitivas Q.

Na marcha no tempo fisico, a aproximagio da derivada temporal (0Q/0t) é realizada pelo

método multi-passo de diferenca atrasada (BDF), sendo:

0Q ZNt
~ A 1 n—1 N¢+1
E ~ aNtQer + L CLNt’lQ + O(At + ) (38)

onde N; = 0 para a primeira iteragdo no tempo fisico, N, = 1 para a segunda iteragdo e assim

por diante. Para as simulagdes feitas nesta dissertacdo utilizamos N; = 0 e N; = 1 onde a
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precisdo maxima no tempo fisico é equivalente a O(At?). A iteragdo no tempo fisico n + 1
¢ aproximada pela iteracdo no pseudo tempo p + 1. Isto € rigorosamente verdadeiro apenas
quando o regime permanente do pseudo-tempo € atingido em cada passo no tempo fisico. Os

coeficientes ay, € ay, ; sdo fornecidos na tabela 3.1:

Nt - O Nt - 1 Nt - 2
. 1 1 1 1 1 1
an, + +
tn-‘,—l - tn tn—‘rl - tn—l tn—i—l - tn tn—l—l - tn—2 tn-‘,—l - tn—l tn—‘rl - tn
a 1 tn-i—l - Zfn—l (tn-‘rl - tn—2)(tn+1 - tn—l)
N0 | — - -
' tn—‘rl - tn (tn—‘rl - tn)(tn - tn—l) (tn—‘rl - tn)(tn - tn—Z)(tn - tn—l)
a 0 tn+1 - tn (tn+1 - tnf2)<tn+1 - tn)
Ng,1
‘ (tn+l - tnfl)(tn - tnfl) (thrl - tnfl)(tn - tnfl)(tnfl - tn72)
an, 5 0 0 N (thrl - tnfl)(thrl - tn)
" (tn+1 _ tnf2)(tn _ tnf2)(tn71 _ tn72)

TAB. 3.1: Coeficientes das Derivadas no Tempo Fisico

Considerando-se (p + 1) iteragdes no pseudo-tempo e (n + 1) iteragdes no tempo fisico, as
equagdes (3.6) podem ser escritas como:

Qp+1 _ Qp
N4
AT

Nt
.0 0
~ p+1 NHn—1 . E _ E p+1 F . F p+1 — )
+ aNtQ + ;0 ath,zQ + 0x( 7 U) + ay( % U) O (3 9)

Para a constru¢do de um método de marcha implicita no pseudo-tempo, a equacdo (3.9) ne-
cessita ser linearizada. Utilizando-se a série de Taylor, um vetor f genérico pode ser linearizado

da seguinte forma:

e~ ey B A o)
or
AN\ P
— fr ( of a—Q> AT + O(AT?) (3.10)
0Q or
P
~ i AQ + O(AT?),
0Q

Para os fluxos ndo viscosos (E; e F;), o Jacobiano Of / 8@ ¢ dado por (2.29) e (2.30). O
vetor QP! ¢ linearizado usando o Jacobiano T = 0Q/ GQ, que € equivalente a matriz (2.16).

Os fluxos viscosos (E, e F',) sdo linearizados da seguinte forma:

OE, OF,\*"' (OE, OF,\" [0 0 0, 0\ ,a
v v ~ v v v v v v A 11
( Ox * dy ) ( Ox * Jy > - (axR“*””"aa: * ayRy’y8y> Q G.1D

onde a primeira parcela fornece a contribui¢io explicita dos fluxos viscosos. A segunda parcela

que € multiplicada por AQ representa a contribuicao implicita, cujas derivadas cruzadas foram
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removidas para simplificar a solu¢do do sistema resultante. Simplificacdes nessas derivadas nao
afetam a precisao da soluc@o, uma vez que a contribuicao implicita é multiplicada pela forma
incremental ou residual AQ do vetor de varidveis primitivas Q, que em regime permanente é
reduzida a um erro arbitrdrio (error = €). A contribuigdo implicita influi somente na taxa de
convergéncia do método numérico (TANNEHILL et al., 1997).

Os Jacobianos difusivos df /0Q sdo dados por:

0 0 0 0
0 3/4 0 0
R,. = [ (3.12)
0 0 4 0
0 3/4pu pv k
0 0 0 0
0 u 0 0
Ryy = (3.13)
0 0 3/4u 0
0 pu 3/4uv k

Ap6s a linearizacdo das equagdes (3.9), obtém-se:

0 [« 0 [~ 0 0 0 O\’ . A

— (A ~— (B )] = - - 4+ = - — p

{S+AT (ax (A-)+ o (B )) A7 (8:1:R$’I8x + ayRy,yay)} AQ = -ArR
(3.14)

onde S? e R? sdo dados por
S? =T7? + Ar(an,T)? (3.15)
al ) 0
P _ Ot _ P A P
R ;0 an, Q"' + &c(El E,)? + ay(FZ F,)

A solucdo das equagdes (3.14) e (3.15) impde ao método numérico um alto custo computa-
cional, haja visto que o lado esquerdo de (3.14) gera uma matriz implicita pentadiagonal com
elementos nulos entre as diagonais mais externas. Torna-se invidvel o emprego de técnicas es-
pecificas para solugdo eficiente de sistemas com matrizes pentadiagonais. Nestes casos, uma
aproximacdo desta matriz implicita deve ser usada. Geralmente, para solu¢do desses sistemas
pentadiagonais, pode-se utilizar o método da fatoracdo implicita de direcdes alternadas (ADI)
(BEAM e WARMING, 1976; BRILEY et al., 1983). Entretanto, a analise de estabilidade reali-
zada no trabalho de BUELOW et al. (1994) mostrou que essa metodologia é condicionalmente
estdvel para problemas tridimensionais.

O estudo de BUELOW et al. (1994) também apresentou um esquema incondicionalmente
estdvel para problemas tridimensionais, baseada em relaxagcdo das diagonais da matriz do sis-

tema. Implementando-se essa técnica, um sistema bidimensional € resolvido, alternadamente,
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como se fosse unidimensional. Cada passo no pseudo-tempo € resolvido em dois estdgios. Em
cada estdgio, os termos da diagonal principal relacionados com a direcao contraria sdo relaxados
e introduzidos no lado explicito da dire¢do que estd sendo resolvida.

A partir das equagdes (3.14), considerando-se que o primeiro estigio seja a solu¢do na

direcdo x, com relaxagdo dos termos da direcdo y, tem-se que:

o /- 0 aNY” -
, 9 /a B a\\1” .
_ATR? — {AT (a_y (B-)) — A7 (a_y (Ry,ya—y))} AQ, (3.16)

sendo Q a solugdo obtida no passo anterior do pseudo-tempo e Q; uma predi¢do para a solugdo
no passo atual do pseudo-tempo.

O segundo estadgio com solucao na direcdo y e relaxacdo dos termos da direcdo x é dado por:
0 [~ 0 o\’ -
{s + A7 (a_y (B- )) ~ A7 (a—yRy,ya—y> } AQ, =
0 [« 0 0 LA
_ P _ —~ (A. _ - -
ATR {AT (8:1: (A )) A7 (0$ (Rxwax))} AQ, (3.17)

sendo Q, uma correcdo da solucao no passo atual do pseudo-tempo.
Para equagdes de governo quase-unidimensionais, a matriz implicita do lado esquerdo de
(3.14) € tridiagonal. Neste caso, o sistema € facilmente resolvido aplicando-se, por exemplo, o

método da Eliminacdo de Thomas, adaptado para solugdo de sistemas em bloco.

3.3 DISCRETIZACAO ESPACIAL

3.3.1 FLUXOS VISCOSOS

Aproximacdes centradas utilizam em sua formulacdo pontos da malha espacial tomados
simetricamente em ambos os sentidos. Essas aproximagdes sdo adequadas para a discretizacao
das derivadas espaciais dos fluxos viscosos, pois as informagdes difusivas do escoamento se
propagam igualmente em ambos os sentidos quando o fluido possui propriedades isotrépicas.

As equagdes (3.11) apresentaram as contribui¢des explicita e implicita dos fluxos viscosos.
A contribui¢do explicita tem fluxos viscosos [, e [, na forma conservativa, enquanto que a
contribui¢do implicita tem estes fluxos na forma nao conservativa. Isto € justificado uma vez
que, segundo CHOI e MERKLE (1993), a contribuicao implicita, quando representada na forma
conservativa, pode causar problemas de instabilidade numérica ao método empregado. A forma
ndo conservativa € menos precisa do que a conservativa, entretanto é mais estavel numerica-

mente. Além do mais, a representacao da contribuicao implicita na forma ndo conservativa ndo
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interfere na precisdo do resultado final, uma vez que a contribui¢c@o implicita é multiplicada pelo
vetor de varidveis primitivas Q na forma residual AQ, que em regime permanente € reduzida a
um erro arbitréario (error = ). A contribui¢do implicita influi somente na taxa de convergéncia
do método numérico (TANNEHILL et al., 1997).

Utilizando-se uma aproximacao centrada de segunda ordem para discretizacao da contribui-

cdo explicita dos fluxos viscosos na direcao x, chega-se a:

OE,
ox

i
onde i representa o ponto da malha espacial no qual estd se tomando a derivada.

A partir das equacdes apresentadas em (3.11), a contribui¢do implicita na dire¢do x necessita
da seguinte manipulagdo:

o) ) A0 OAQ\  OR,, 0AQ 92AQ
(aR““%> AQ_% (Rx’x Ox >_ or  or Reas Ox? (3.19)

Empregando-se aproximacdes centradas de segunda ordem para discretizacio das derivadas

envolvidas em (3.19), chega-se a:

aRx,x . (Rx,m)i—i—l - (Rx,x)i—l
or |, N 2Ax (3.20)
0AQ| _ (AQ)it1 — (AQ)iy
or | N 2Ax (3.21)
GZAQ . (AQ)Z'—H - 2(AQ)1' + (AQ)i—l
927 | (Ax)? (3.22)

3.3.2 FLUXOS NAO VISCOSOS

Aproximacdes parcialmente atrasadas/avangadas, também conhecidas como “biased-
upwind schemes”, utilizam em sua formulagcdo pontos da malha espacial tomados em um sen-
tido preferencial. Por isso, levam em consideracdo as direcdes de propagacdo de informacgdo
no escoamento. Essas aproximagdes sdo adequadas para a discretizacdo das derivadas espaciais
dos fluxos convectivos, pois as informagdes convectivas do escoamento se propagam em um
sentido preferencial.

Para discretizacao espacial dos fluxos convectivos, ao invés de separar diretamente os flu-
x0s por aproximagdes tradicionais avancadas/atrasadas, neste trabalho de Tese, utiliza-se uma

abordagem alternativa. Sera usado o método da Matriz de Dissipagdo Pré-condicionada (MDP)

62



(SCHWER, 1999; BUELOW et al., 2001). No esquema MDP, emprega-se uma aproxima-
cdo centrada com dissipacao matricial pré-condicionada. Essa abordagem alternativa € simi-
lar aos tradicionais esquemas avancados/atrasados, uma vez que qualquer aproximag¢do avan-
cada/atrasada pode ser reescrita, apds manipulacdo algébrica, em uma aproximac¢do centrada
mais dissipacdo. Por isso, da mesma forma que os esquemas avangados/atrasados, o MDP leva
em consideracdo as direcdes de propagacdo de informacdo no escoamento, 0 que ndo ocorre
nos esquemas centrados tradicionais.

O uso do esquema MDP ¢ justificado uma vez que os trabalhos de VANLEER et al. (1991);
WEISS e SMITH (1995) mostram que quando sdo utilizados métodos pré-condicionadores, a
dissipacdo artificial deve ser pré-condicionada.

O esquema do MDP ¢ apresentado a seguir:

OE; (Ei)zur - (Ei)i—l ~

o7 | = iAx > onde (Ei)ii% = (Ei)z‘:t% - (D>ii§ (3.23)

)

sendo que as faces das células da malha espacial sdo localizadas em 7 £+ % e os centros das
célulasestioems = 1,2,..., V.

Os fluxos nao viscosos (E;),,. 1 e as dissipagdes artificiais (D), 1 sdo dadas por:

(Ei)i + (Ei)i1

(Ei)iyy = 5 (Ei)i_1 = 5 (3.24)
» _ D+ > + - + -
D, =D}, +D}, = i(AE}, - AE., ) - G:(AE;, —AB ) +..
o+ Oy (AE;;Q - AE;_A) + 04(AEj_§ _ AE;+§> (3.25)
.+ C3(AE}, ~ AE[ )+ Ci(AE} , - AR, ) (3.26)
i+5 =5 =5 i+
onde os fluxos pré-condicionados positivos e negativos sdo definidos como
AB:, =A%, AQ,, com A*="E_DPNIA*NI! e AQL.=Qi - Q
iy = Ay AQy =0 iy = Qi — Qi
(3.27)
e os autovalores positivos e negativos do sistema pré-condicionado sdo obtidos por
. A+]A . N
A* = 2' | com NI (r'A) M= A (3.28)

A equacdo (3.27) é satisfeita se e somente se A é calculada nas faces das células com o0 uso

da formulacdo apresentada em ROE (1981), como se segue:
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0i ()i +/Pit1 (+)i1
()it1 Ve = e p =P i (3.29)
: VPi + \/Dix1 2

A ordem de precisdo do método é determinada em fungdo das constantes C; a C'y, como se

segue:

e primeira ordem

1
0125,02:(),0320604:() (330)

e terceira ordem

,CQZ—,C3ZOCC4:O (331)

Perto dos contornos, a ordem de precisdo espacial deve ser reduzida quando houver auséncia
de periodicidade do fendmeno simulado na respectiva dire¢do. Além disso, a redug¢do de ordem
também deve ser feita para aumentar a estabilidade numérica global da resolucdo espacial, uma
vez que quanto maior for a ordem de precisdo menor serd a estabilidade numérica do esquema
espacial quando malhas uniformes sio utilizadas (SHUKLA e ZHONG, 2005) e (SHUKLA
et al., 2007).

O esquema de terceira ordem € reduzido para segunda ordem junto aos contornos. Os com-
ponentes da dissipacao artificial junto ao contorno da esquerda tornam-se:

D, = (aB,,-AE ) /2 e D, =(aE,,-aB!,)/6 (3

i+35
enquanto que, junto ao contorno da direita, os componentes da dissipacdo artificial sdo reduzi-
dos para

f);% = (AE;% —AE7, )/6 e DV

l pr—
z+2

(AELl ~AES, )/2 (3.33)
3.4 CONDICOES DE CONTORNO

Um dos pontos criticos da simulacdo computacional de problemas fluido-dindmicos € a
implementagdo adequada de condi¢cdes de contorno. O tratamento das mesmas deve ser feito
com muito cuidado, pois uma aplicacdo impropria nas fronteiras do dominio pode conduzir a
solugdes erroneas ou produzir instabilidade computacional (PULLIAN, 1986). Por isso, elas
devem ser consistentes com as caracteristicas fisicas do problema.

Neste estudo, de acordo com o descrito em POINSOT e LELE (1992), as condi¢bes de

contorno foram definidas para o vetor de varidveis primitivas Q = (ps,u,T)” em fungdo dos
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Subsonico Supersonico
Entrada | Duas Condic¢des Prescritas | Trés Condigdes Prescritas
Saida Uma Condig¢ao Prescrita | Nenhuma Condicao Prescrita

TAB. 3.2: Defini¢cdo das Condicdes de Contorno

sentidos de propagacdo das informacdes convectiva e acusticas do escoamento normal aos con-
tornos artificiais, como apresentado na Tabela 3.2.

A qualidade das condi¢des de contorno € determinada em funcdo da técnica utilizada para
obtencdo das mesmas. O estudo de TEIXEIRA e ALVES (2011) descreve em maiores detalhes
como modelar as condi¢des de contorno em fronteiras artificiais. Entretanto, neste trabalho de
Tese, ndo ha preocupacdo profunda com a precisdo ou a acurdcia da solu¢do. Sendo assim,
foram utilizadas condi¢des de contorno simples, tais como de derivada zero. Maiores detalhes

serdo dados na descricao dos problemas a serem resolvidos.
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4 EXPERIMENTACAO NUMERICA

4.1 VERIFICACAO DO CODIGO COMPUTACIONAL

Inicialmente, foi realizada a verificacdo do c6digo computacional, uma vez que um c6digo
ndo verificado pode produzir resultados insatisfatérios, devido a algum erro de programacgao
ou, simplesmente, por terem sido utilizados parametros insuficientemente rigorosos durante a
solu¢do numérica (KNUPP, 2000). Na verificacdo, utilizou-se o problema da onda entrépica

periddica como caso teste.

4.1.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

O fendmeno fisico foi caracterizado como um escoamento transiente, unidimensional e nao
viscoso de um fluido newtoniano, compressivel e termicamente perfeito. A onda entrépica
¢ produzida por perturbacdes na massa especifica com pressdo constante. As modifica¢des
geradas na temperatura sdo obtidas por meio da equagdo de estado. Pequenas perturbacdes
na massa especifica sdo simplesmente ondas que se propagam na dire¢cdo do escoamento sem
qualquer mudanca de amplitude, fase ou freqiiéncia (ALVES, 2010). O problema foi modelado
pelas equagdes de Euler unidimensionais.

A solugdo transiente exata da massa especifica € obtida pelo método das caracteristicas da
seguinte maneira (ALVES, 2010):

p(x,t)/po = f(x — uot) (4.1)

Como metodologia numérica, foi empregada a técnica DTS com o método de Euler Impli-
cito para marcha no pseudo-tempo e o método BDF de 2* ordem para marcha no tempo fisico.
As discretizagdes espaciais dos fluxos ndo viscosos foram realizadas com uso de MDP de 3%
ordem. O esquema de pré-condicionamento das equacgdes foi feito de acordo com o método
tradicional de VENKATESWARAN e MERKLE (1999).

Como condig¢do inicial, para os pontos do dominio espacial, considerou-se:
e pressio total py = 105N /m?;
e razdo entre os calores especificos a pressdo e volume constantes v = C,/C, = 1.4;

e velocidade do som e niimero de Mach Cy = /YRT, e M, = 10"2%;
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e velocidade do escoamento Uy = M, Cy,.

Para a massa especifica, uma funcdo arbitraria f(z) é utilizada como condigdo inicial:

p(z,0)
Po

= f(x) =1+ dpsin[2m x/lp], para 0 <z <l 4.2)

onde o valor da massa especifica na entrada é calculada por py = po/(RT1p). A amplitude, o
comprimento de onda e o periodo da perturbagio sdo dados por 6y = 0.01, [y = 1 e to = ly/U,.

Por se tratar de um problema periddico, as condi¢des de contorno na entrada e na saida do
dominio (¢ = 1) e (¢ = N) foram definidas em fun¢éo de uma correlagdo com outros pontos da

malha espacial, como se segue:

e para a pressdo hidrodinimica p,|; = pr|nv—1 € prln = Pal2;

e para a velocidade u|; = u|y_1 e u|y = uls;
e paraatemperatura |, = T|y_1 e T|y =T|s.

O passo no tempo fisico At é calculado em funcio de quantos passos no tempo fisico se
pretende dar para cada periodo da perturbagao [y, ou seja:
At b (4.3)
= .

sendo NV; o niimero de passos no tempo fisico por periodo da perturbagao.

4.12 ANALISE DE ORDEM TEMPORAL

As Figuras 4.1 e 4.2 apresentam a evolucio das solucdes transientes de massa especifica
para N; = 8 e N; = 16, ou seja, com 8 e 16 passos no tempo fisico por cada periodo da
perturbagdo. Utilizou-se uma malha espacial com 1602 pontos para garantir que o erro temporal
fosse dominante.

Para o cdlculo da ordem do erro temporal (O), conforme é descrito em KNUPP (2000),
devem ser utilizadas trés solu¢cdes numéricas obtidas em trés malhas diferentes. Sendo assim,
foram empregadas solucdes numéricas de massa especifica com N; = 8 (pg), Ny = 16 (p1g) €
com N; = 32 (ps2). As solucdes foram obtidas no 2° passo no tempo para N; = 8, no 4° passo
no tempo para N; = 16 e no 8° passo no tempo para /N; = 32. Utilizou-se uma malha espacial
com 1602 pontos para garantir que o erro temporal fosse dominante. A partir da equacdo (3.5),
chega-se a equacdo usada para célculo da ordem do erro temporal, como se segue:

|ps — p1sl

O=1o
&2 ’plﬁ - P32|

4.4)
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Condicao Inicial

1.015 T ——®——— Solugdo Numérica 1 ° Passo Tempo Fisico
B —8—— Solugdo Numérica 2 ° Passo Tempo Fisico
B ——A—— Solugdo Numérica 3 ° Passo Tempo Fisico
= —A—— Solugdo Numérica 4 ° Passo Tempo Fisico
1.01

1.005

I N N NS N NS N NS N N |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X /L

FIG. 4.1: Solucgdes Transientes de Massa Especifica para N; = 8 - Nx = 1602 pontos - DTS
com Euler Implicito e BDF de 2* ordem - MDP de 3% ordem.

Condicao Inicial
1.015 ——=—— Solugdo Numérica 1 ° Passo Tempo Fisico
—8—— Solugdo Numérica 2 ° Passo Tempo Fisico
—A—— Solugdo Numérica 3 ° Passo Tempo Fisico
—A—— Solugdo Numérica 4 ° Passo Tempo Fisico

1.01

1.005

FIG. 4.2: Solu¢des Transientes de Massa Especifica para NV; = 16 - Nx = 1602 pontos - DTS
com Euler Implicito e BDF de 2* ordem - MDP de 3" ordem.
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A Figura 4.3 apresenta a ordem temporal calculada pela equagdo (4.4) para todos os pontos
do dominio espacial. Pode-se observar que os valores obtidos estdo bem préximos de 2, de
acordo com o esperado, ja que a marcha no tempo fisico foi realizada com método BDF de
2* ordem. As descontinuidades notadas sdo geradas por cruzamentos que ocorrem entre as

solu¢des numéricas utilizadas, como pode ser observado na Figura 4.4

Ordem do Erro Temporal

0 1 1

1
0 0.25 0.5 0.75 1
X/L

FIG. 4.3: Ordem do Erro Temporal - N; = 8, N; = 16 e N; = 32 - Nx = 1602 pontos - DTS
com Euler Implicito e BDF de 2* ordem - MDP de 3" ordem.

ApOs a verificacdo da ordem temporal, foram realizadas comparagdes entre a solugdo ana-
litica do problema e as solu¢des numéricas obtidas. A validag¢dao do c6digo computacional e do
modelo matemdtico proposto analisa se estes sdo capazes de reproduzir de forma aceitavel o
comportamento do fendmeno fisico que se deseja simular (OBERKAMPE, 2010).

Foram empregadas solu¢des numéricas de massa especifica com N; = 8 e N, = 16. As
solugcdes foram obtidas no 2° passo no tempo para N; = 8 e no 4° passo no tempo para N; =
16. Utilizou-se uma malha espacial com 1602 pontos para garantir que o erro temporal fosse
dominante.

As Figuras 4.5 e 4.6 apresentam os resultados das simulacdes. E possivel observar que o
erro dominante € dissipativo, devido a reducao de amplitude da onda. Também pode-se verificar
um erro dispersivo, devido a onda numérica ser ligeiramente mais lenta que a solugao tedrica.

Os erros calculados entre as solu¢cdes numéricas e a solugdo analitica apresentadas nas Fi-

guras 4.5 e 4.6 s@o comparados na Figura 4.7. Pode-se concluir que o c6digo computacional e o
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FIG. 4.4: Cruzamento das Solu¢des Numéricas com N, = 8 e V; = 16 - Nx = 1602 pontos -
DTS com Euler Implicito e BDF de 2* ordem - MDP de 3? ordem.

Condicéo Inicial
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FIG. 4.5: Solug¢des Transientes de Massa Especifica - N; = 8 - Nx = 1602 pontos - DTS com
Euler Implicito e BDF de 2* ordem - MDP de 3% ordem.
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——— Condicéo Inicial

1.015 ——=—— Solucdio Analitica2 ° Passo Tempo Fisico
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FIG. 4.6: Solucgdes Transientes de Massa Especifica - V; = 16 - Nx = 1602 pontos - DTS com
Euler Implicito e BDF de 2% ordem - MDP de 3% ordem.

modelo matemaético proposto foram capazes de reproduzir de forma aceitavel o comportamento

do fendmeno fisico simulado.

4.1.3 ANALISE DE ORDEM ESPACIAL

Para calculo da ordem do erro espacial (¢/), foram empregadas solu¢des numéricas de massa
especifica com N, = 102 (p192), N = 202 (p292) € com N, = 402 (p492). Utilizou-se N; =
2048 para garantir que o erro espacial fosse dominante. As solu¢des foram obtidas apés 10
passos no tempo. A partir da equacdo (3.5), chega-se a equacdo usada para cdlculo da ordem
do erro temporal, como se segue:

9 = log, 12102 = P2 4.5)
|p202 — paoz]

A Figura 4.8 apresenta a ordem espacial calculada. Pode-se observar que os valores obtidos
estdo bem proximos de 3, de acordo com o esperado, ja que as discretizagdes espaciais dos
fluxos ndo viscosos foram realizadas com MDP de 3* ordem.

Ap6s a verificagdo da ordem espacial, foram realizadas comparacdes entre a solugc@o anali-
tica do problema e as solucdes numéricas obtidas. Foram empregadas solucdes numéricas de

massa especifica com N, = 102 e N, = 202. Utilizou-se N; = 2048 para garantir que o erro
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FIG. 4.7: Erros das Solugdes Transientes de Massa Especifica para N; =8 e NV; = 16 - Nx =
1602 pontos - DTS com Euler Implicito e BDF de 2? ordem - MDP de 3* ordem.

Ordem do Erro Espacial

0 0.25 0.5 0.75 1
X/L

FIG. 4.8: Ordem do Erro Espacial - N, = 102, N, = 202 e N, = 402 - N, = 2048 pontos -
DTS com Euler Implicito e BDF de 2? ordem - MDP de 3? ordem.
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espacial fosse dominante. As solucdes foram obtidas apds 10 passos no tempo. A Figura 4.9

apresenta os resultados das simulacdes.

1015~ o Solugdo Analitica - 10 ° Passo Tempo Fisico
—&—— Solugdo Numérica Nx =102 - 10 ° Passo Tempo Fisico
—FH—— Solugdo Numérica Nx = 202 - 10 ° Passo Tempo Fisico
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o
Q
Q
1
0.995 -
099 1 [ [ |
0 0.25 0.5 0.75 1
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FIG. 4.9: Solug¢des Transientes de Massa Especifica para N, = 102 e N, = 202 - N, = 2048
pontos - DTS com Euler Implicito e BDF de 2* ordem - MDP de 3% ordem.

Os erros calculados entre as solu¢des numéricas e a solugdo analitica apresentadas na Fi-
gura 4.9 sdo comparados na Figura 4.10. Pode-se concluir que o cédigo computacional e o
modelo matemético proposto foram capazes de reproduzir de forma aceitavel o comportamento

do fendmeno fisico simulado.

4.2 PRIMEIRA ETAPA DE DESENVOLVIMENTO DA NOVA METODOLOGIA

4.2.1 OTIMIZACAO DE Vp

Na primeira etapa do desenvolvimento da nova metodologia, dentre os trés critérios de de-
sempenho, sensibilidade assintdtica Sa, rigidez numérica R e sensibilidade transitéria S’t, SO-
mente tratou-se da sensibilidade assintética Sa. Para isso, buscou-se a minimiza¢do do nimero
de condicionamento da matriz pré-condicionadorada I'. Dentre os trés parametros livres (/,,,
V, e 0) da matriz I', decidiu-se otimizar o valor da velocidade do som pré-condicionada V/,,
buscando minimizar o nimero de condicionamento da matriz pré-condicionadorada I' e, em

conseqiiéncia, a minimizagao da sensibilidade assintdtica S,,.
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FIG. 4.10: Erros Solugdes Transientes de Massa Especifica para N, = 102e N, =202 - N, =
2048 pontos - DTS com Euler Implicito e BDF de 2? ordem - MDP de 3* ordem.

Foi utilizado o método de otimizagdo de Powell, o qual tem sua formulacio descrita detalha-
damente no APENDICE A. O método foi implementado tendo como varidvel de projeto o pa-
rametro V), e como fungdo custo o nimero de condicionamento da matriz pré-condicionadorada
I'. No processo de otimizagdo de V), os pardmetros h, e ¢ foram ajustados de acordo com o que
¢ usado pelo pré-condicionador cldassico de VENKATESWARAN e MERKLE (1999), ou seja:

o

=15,

e 5=0 (4.6)

4.2.2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Como caso teste, foi utilizado o problema do bocal convergente-divergente puramente
subsonico. Diferentemente do bocal convergente-divergente subsOnico-supersonico, o pro-
blema do bocal puramente subsdnico permite o controle do nimero de Mach méaximo presente
no escoamento. Por isso, o bocal subsonico € ideal para ser utilizado como caso teste, uma vez
que pretende-se analisar comportamentos de diferentes métodos numéricos, estando os mesmos
sujeitos a baixos nimeros de Mach.

O fendmeno fisico foi caracterizado como um escoamento quase-unidimensional de um
fluido newtoniano, compressivel e termicamente perfeito pelo interior de um bocal do tipo

convergente-divergente. Isso torna possivel obter uma soluc@o analitica para o regime perma-
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nente, conforme € descrito em ANDERSON (1995). O escoamento se d4 por uma diferenca de
pressdo (A P) imposta entre os contornos de entrada e saida, controlada de tal forma (AP < 1)
que o escoamento seja puramente subsonico (ANDERSON, 1995). O problema foi modelado
pelas as equacdes de Euler quase-unidimensionais apresentas em (2.8).

Para facilitar validacoes, a func¢do da érea transversal A(z) do bocal é a mesma que foi

utilizada por ANDERSON (1995), dada por:
A(z)/A; =1+42.2(z/L —1.5)* para 0 <x/L <15
A(x)/A; =1+ 0.2223(x/L — 1.5)* para 1.5 <z/L <3

Para a solucdo de regime permanente do problema, na marcha no pseudo-tempo foi empre-
gado o método de Euler Explicito. Este método € pouco utilizado devido a sua baixa eficiéncia.
Entretanto, buscou-se um método de estabilidade linear numérica condicional, no qual se con-
siga trabalhar com um CFL 6timo, permitindo uma avaliagdo adequada da eficiéncia da nova
metodologia. Cada método foi implementado com o seu CFL 6timo, garantindo assim que as
comparacdes fossem realmente realizadas com a méxima eficiéncia desses métodos.

Em todas as simulac¢des utilizou-se uma malha espacial com 201 pontos para garantir uma
convergéncia de malha, obtendo uma solu¢do que ndo evidencie qualquer erro grafico quando
comparada com a solucdo exata. As discretizacdes espaciais dos fluxos ndo viscosos foram
realizadas com uso da MDP de 1% ordem.

Para facilitar comparagdes com as solu¢cdes numéricas obtidas por ANDERSON (1995),

utilizou-se as mesmas iniciais empregadas no referido trabalho, a saber:
e razdo entre os calores especificos a pressdo e volume constantes v = C,/C, = 1.4;
e temperatura na entrada 7, = 288K;
e pressdo na entrada Py = 10°N/m?;
e nimero de Mach na entrada M, = 10~ o 1077;
e velocidade do som na entrada Cy = /Y R1p;
e velocidade do escoamento na entrada Uy = My Cy;
e condicdo inicial de temperatura 7'/Ty = 1 — 0.2314 z;
e condicdo inicial de densidade p/pg = 1 — 03146 x;

e condicdo inicial de velocidade u/Uy = (0.1 4 1.09 x) T*/2.
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As condig¢des de contorno na entrada e na saida do dominio (i = 1) e (¢ = N) foram

definidas como se segue (ANDERSON, 1995):
e pressdo na saida P, = Py x AP;

e para a pressdo hidrodindmica py|y =0 e pp|y = Po(AP —1);

0
e paraavelocidade —| =0 e _u‘ =0;
oz oxr N
oT
e paraatemperatura |, =7, ¢ —| =0
oz IN

423 VALIDACAO

Foram realizadas comparacdes entre as solugdes analiticas de regime permanente do pro-
blema, fornecidas por ANDERSON (1995), e as solu¢cdes numéricas obtidas, tanto para
My = 107! quanto para My = 1073,

As Figuras 4.11 até 4.16 mostram as comparacgdes feitas respectivamente em nimero de
Mach, pressao e temperatura. Pode-se verificar que, em funcao das propriedades fisicas anali-
sadas, o codigo computacional e 0 modelo matematico proposto foram capazes de reproduzir

de forma aceitdvel o comportamento do fendmeno fisico simulado.

0.2 A Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
- ] Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
- O Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
0.19F A Novo Precondicionador - Vp Otimizado (CFL 0.55)
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FIG. 4.11: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solu¢do de Nr Mach - M, = 107! - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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0.002 - Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
Novo Precondicionador - Vp Otimizado (CFL 0.55)
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FIG. 4.12: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solug¢do de Nr Mach - My = 1073 - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

1.002 A Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
B n Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
B O Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
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FIG. 4.13: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solu¢io de Pressdo - My = 107! - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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Equagdes Nao Precondicionadas (CFL 0.85)
Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
Novo Precondicionador - Vp Otimizado (CFL 0.55)
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FIG. 4.14: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solu¢do de Pressdo - My = 1073 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.15: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solu¢io de Temperatura - My = 107! -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

A
1001 | | Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
B O Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
| A Novo Precondicionador - Vp Otimizado (CFL 0.55)
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FIG. 4.16: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solugio de Temperatura - My = 1073 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.

4.2.4 ANALISE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Inicialmente, foram realizadas experimenta¢des numéricas para My = 1071 e My = 1072
com a finalidade de analisar a eficiéncia da nova metodologia. As Figuras 4.17 a 4.22 apresen-
tam os resultados das simulagdes realizadas.

A nova metodologia com V), otimizada foi comparada com um esquema ndo pré-
condicionado e com os métodos pré-condicionadores classicos de WEISS e SMITH (1995)
e VENKATESWARAN e MERKLE (1999).

Nas Figuras 4.17 e 4.18, analisa-se o nimero de condicionamento da matriz pré-
condicionadora I'. Pode-se observar que a nova metodologia com V), otimizada obteve valores
de nimero de condicionamento da matriz I' significativamente menores do que os obtidos pelos
métodos pré-condicionadores cldssicos de WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e
MERKLE (1999), sendo 3 ordens de magnitude menor para M = 10! e 6 ordens de magnitude
menor para My = 1072, Verifica-se que o esquema ndo pré-condicionado também possui um
nimero de condicionamento relativamente baixo em relacdo aos pré-condicionadores cldssicos,
sendo 2 ordens de magnitude menor para My = 107! e 5 ordens de magnitude menor para
My = 10~2. Comparando-se com a nova metodologia, o esquema nio pré-condicionado possui

um ndmero de condicionamento 1 ordem de magnitude maior, tanto para M, = 10~! quanto
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para My = 1072 Em fung¢fio dos resultados obtidos, conclui-se que o pré-condicionamento
cldssico afeta acentuadamente o nimero de condicionamento da matriz I', o que € corrigido e

otimizado pela nova metodologia de pré-condicionamento proposta.

10° — —A—— Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
- —8&— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
- —H&—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
| ——A—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado (CFL 0.35)
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FIG. 4.17: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz I - M, = 10! - Nx
= 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.

10*

Nas Figuras 4.19 e 4.20, avalia-se a razdo dos autovalores do sistema. Observa-se que
a razdo dos autovalores obtida pela nova metodologia com V), otimizada € significativamente
maior do que a razdo dos métodos pré-condicionadores clissicos de WEISS e SMITH (1995)
e VENKATESWARAN e MERKLE (1999), sendo 3 vezes maior para M, = 10! e 4 vezes
maior para M, = 10~2. Este resultado ndo ¢ satisfatério para a nova metodologia, visto que um
dos critérios de desempenho, a rigidez numérica R, estd associada com a minimizacao da razdo
de autovalores. Também verifica-se que o esquema nao pré-condicionado possui uma razao dos
autovalores muito elevada, e que a mesma aumenta acentuadamente quando o nimero de Mach
é reduzido de My = 107! para M, = 1072. Em fungfio dos resultados obtidos, conclui-se que
o pré-condicionamento cldssico reduz significativamente a razao dos autovalores, o que nao foi
conseguido pela nova metodologia de pré-condicionamento proposta.

Nas Figuras 4.21 e 4.22, analisa-se o comportamento da norma infinita do erro absoluto
da solugdo || A Q|| ao longo das itera¢des no pseudo-tempo, sendo AQ o vetor de varidveis

primitivas apresentado em (2.22). As taxas de convergéncia dos métodos sao inferidas a partir
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FIG. 4.18: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Nr Condic Matriz I - My = 1072 - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.19: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Razio de Autovalores - My = 107! -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.20: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Razdo de Autovalores - My = 1072 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.

destes graficos. A partir dos resultados obtidos para My = 10}, verifica-se que a nova metodo-
logia com V), otimizada foi a mais eficiente dentre as testadas. A nova metodologia convergiu
com uma taxa de 0.22, enquanto os métodos cldssicos de WEISS e SMITH (1995) e VEN-
KATESWARAN e MERKLE (1999) convergiram com uma taxa de 0.10, ou seja, um aumento
da taxa de convergéncia de cerca de 220 por cento. A partir dos resultados com M, = 1071,
pode-se conclui-se que, em termos de taxa de convergéncia, o ganho obtido pela nova metodo-
logia com a redu¢@o do nimero de condicionamento da matriz I' foi superior a perda causada
pelo aumento na razdo de autovalores. Além disso, pode-se observar a degradagcdo da con-
vergéncia do esquema nao pré-condicionado, que obteve uma taxa de 0.05 devido a elevada
razdo de autovalores, apesar dos baixos valores de nimero de condicionamento da matriz I'.
Entretanto, para M, = 1072, os métodos classicos de WEISS e SMITH (1995) e VENKA-
TESWARAN e MERKLE (1999) passaram a ter uma taxa de convergéncia maior do que a nova
metodologia. Os pré-condicionadores cldssicos convergiram com uma taxa de 0.10, enquanto
a nova metodologia com V), otimizada convergiu com uma taxa de 0.07. A partir dos resul-
tados com M, = 1072, pode-se conclui-se que, em termos de taxa de convergéncia, o ganho
obtido pela nova metodologia com a redu¢do do nimero de condicionamento da matriz I' foi

inferior a perda causada pelo aumento na razdo de autovalores. A dificuldade de convergéncia
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do esquema ndo pré-condicionado ainda foi amplificada quando My = 102,

10'- — & Equagbes Nao Precondicionadas (CFL 0.85)
——m—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
1 ———&—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
10 ——A—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado (CFL 0.35)
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FIG. 4.21: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 1071
- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

Os resultados indicam que controlar apenas o nimero de condicionamento da matriz pré-
condicionadora I' ndo € suficiente para garantir um aumento de eficiéncia computacional. Ha
necessidade de se tratar, a0 mesmo tempo, do nimero de condicionamento de I' e da razdo entre
os autovalores do sistema. Por isso, optou-se pela implementagdo da segunda etapa de desen-
volvimento da nova metodologia, onde se buscaram novos parametros de ajuste que pudessem

atender aos critérios de desempenho estabelecidos.

4.3 SEGUNDA ETAPA DE DESENVOLVIMENTO DA NOVA METODOLOGIA

4.3.1 SELECAO DOS PARAMTEROS Hp - Vp - §

Na segunda etapa do desenvolvimento da nova metodologia, tratou-se dos trés critérios de
desempenho, sensibilidade assintética S'Q, rigidez numérica R e sensibilidade transitéria 5}.

Iniciou-se pelo estudo para minimiza¢cdo do nimero de condicionamento da matriz pré-
condicionadorada I' e, em conseqiiéncia, a minimiza¢do da sensibilidade assintdtica Sa. A
decisdo de qual ou quais pardmetros (h,, V, e §) da matriz I' deveriam ser otimizados foi

balizada pelas constatacdes do estudo de LEE (2005).
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FIG. 4.22: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 1072
- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

O trabalho de LEE (2005) mostrou que a convergéncia dos métodos pré-condicionados é
fortemente dependente das caracteristicas da matriz pré-condicionadora I'. O estudo indicou
que as dificuldades de convergéncia para baixo nimero de Mach sdo especialmente associadas
com a amplificac@o de erros na equagdo da energia. Descreveu ainda que, quando o nimero de
Mach € reduzido, a convergéncia das equagdes da continuidade e da quantidade de movimento
sdo menos afetadas do que a convergéncia da equagdo da energia. A andlise de perturbacdes
esclareceu que a magnitude da variagao dos termos da equagao da energia € muito maior do que
das outras equacoes.

LEE (2007) mostrou que o termo Hp, — (1 — ph,) da matriz pré-condicionadora I" é pro-
porcional a 1/M?, sendo o principal responsével pela amplificagdo de erros para baixos valores
de Mach, aumentando significativamente o nimero de condicionamento da matriz I'. A partir
dessa constatacdo, LEE (2007) realizou simulacdes do problema do escoamento laminar vis-

coso ao redor de um cilindro circular, sendo considerado que:

Hp, — (1= phy) =0 4.7)
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Assim, a matriz I' apresentada em (2.20) foi reescrita como:

pp 0 Pr
L= up, »p upr (4.8)
0 pu Hpp—+ phy

Os resultados das simulacdes realizadas por LEE (2007) mostraram uma significativa redu-
cdo na amplificacdo de erros, com significativo aumento da taxa de convergéncia dos métodos
pré-condicionados empregados nas simulagdes.

Entretanto, a considerac@o imposta em (4.7) se moutrou inadequada, uma vez que levou a
solugdes fisicamente incorretas.

Apesar da inconsisténcia observada, o trabalho de LEE (2007) serviu para apontar um ca-
minho para uma selecdo de parametros tendo em vista a minimiza¢do do nimero de condici-
onamento da matriz T e da sensibilidade assintética S,. A estratégia deveria ser baseada no
controle da magnitude do termo Hp, — (1 — ph,) para baixos valores de Mach.

Em fung@o dos resultados do trabalho de LEE (2007), sabiamos que o termo H p, —(1—ph,,)
da matriz I' ndo poderia se tornar nulo, pois levaria a solugdes fisicamente incorretas. Entre-
tanto, analisando o termo Hp, — (1 — ph,), tomando gases perfeitos como referéncia, notamos
que a componente Hp, ~ O(1/M?) e que uma alteragdo do valor de h,, seria a Gnica maneira
de controlar a magnitude deste termo para baixos valores de Mach. Por isso, concluimos que

deveriamos utilizar a componente ph,, para cancelar o efeito causado por H p,, ou seja:
Hp, + ph, =0 4.9)

Assim, definimos uma expressao analitica para o parametro /,, da matriz pré-condicionadora
I' visando minimizar o nimero de condicionamento da matriz I' e a sensibilidade assintética

~

S,, como se segue:

H
hp==—py (4.10)

Assim, a matriz I' apresentada em (2.20) e (4.8) foi reescrita sendo:

pp 0 pr
L= u, p upr 4.11)
—1 pu Hpr+ phr

Vale lembrar que todos os métodos pré-condicionadores classicos usam hp = —, que
para gases perfeitos € sempre igual a zero. Talvez, por essa razdo, h, ndo tenha sido escolhido

anteriormente como um parametro adicional de controle.
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A nova formulagio do parametro h, impde um cuidado especial. Na expressdo de C (2.45),
utilizado para célculo dos autovalores do sistema pré-condicionado, existe uma divisdo entre h,,

1

e pp. Além disso, de acordo com a equagdo (2.25), pp ~ ek 0 que gera uma multiplicagdo
p

entre Vf e h,. Como o parametro h, pode atingir elevados valores para cancelar H p,, podem

surgir erros por cancelamento catastréfico na multiplicacdo entre ‘/;,2 e h, quando o nimero de

Mach € reduzido. Por isso, visando evitar a propagacdo desses erros, a férmula de p, apresen-
tada em (2.25) foi modificada. Introduziu-se um novo parametro Vp, como se segue:

ppzvig+%—6(§—§)/(pg—;) (4.12)

A férmula modificada de p, apresentada em (4.12) € obtida relacionando h, com Vp da

seguinte forma:

_ Oh —2 Op
he = o (vp 8_T) (4.13)

A expressdo do novo parimetro V), € obtida, substituindo-se a equagdo (4.12) na equagdo

(4.10), e o resultado € substituido em (4.13), chegando a:

V= vilogr | (1) gr o0 ) [ o —ovigr) @

Com isso, 0 novo parametro V), possui dimensdo de velocidade e tem magnitude da mesma

ordem que V/,.

Apés a definicdo da expressdo analitica do pardmetro h,, selecionado para minimizar o
nimero de condicionamento da matriz T e a sensibilidade assintética Sy, 0 passo seguinte foi o
estudo de minimizacdo da razdo de autovalores e da rigidez numérica R.

Inicialmente investigou-se o impacto da nova formulagdo de h, na razdo de autovalores.
Uma vez que em sistemas cujas matrizes sao diagonais, o numero de condicionamento € igual
a razdo dos autovalores, esperava-se que, mesmo em sistemas ndo diagonais, apesar de serem
parametros independentes, houvesse uma relacio entre o nimero de condicionamento e a razao
de autovalores.

Substituindo a nova formulacdo de h,,, apresentada em (4.10), e a férmula modificada de
Pp, apresentada em (4.12), na expressdo do coeficiente adicional C‘l, dada em (2.45), usando as
relacdes dos gases perfeitos, chegamos a:

LV HE-DGT V)
c? C,T(C,T + Hp)

~

Clﬁg

2

(4.15)

Em seguida, o parametro livre V,, da matriz pré-condicionadora I" foi ajustado com base na

formulagdo classica de pré-condicionadores (VENKATESWARAN e MERKLE, 1999), ou seja,

86



V, = |u|. Assim, a equagédo do coeficiente Cy apresentada em (4.15) foi reescrita da seguinte

forma:

N u(l u? H(5—1)(C’I,T+u2p)) 4.16)

c? C,T(C,T + Hp)
Por fim, realizou-se uma andlise de perturbacdes na expressao do coeficiente Cy apresentada

em (4.16), para baixos nimeros de Mach, chegando a:

Cy ~ g (1 + g%) + O((u/c)?) (4.17)

O coeficiente C; foi recalculado a partir da relacdo com o coeficiente Cl, apresentada em

(2.46), e com o resultado obtido em (4.17), chegando a:

Cy ~ 1115_120 2 4.18
pxu\fl+ I+ 57 )+ ((u/c)”) (4.18)

Analisando as expressoes obtidas em (4.17) e (4.18), verifica-se que € possivel relacionar o
parametro livre ¢ da matriz pré-condicionadora I' com a razdo de autovalores e, com isso, com
arigidez numérica R.

Para o caso em que 6 = 0 temos que:
Cr ~ O((u/e)?) e Cy ~ u + O((u/c)?) (4.19)

obtendo

~

M=u , d=-u+ O0((u/c)?) e I=u+ O((u/c)?) (4.20)
Calculando a rigidez numérica R pela equacdo (2.47), chegamos a:

A~

R(6=0) ~ 1+ O((u/c)?) 4.21)

Para o caso em que 6 = 1 temos que:

~

Cy ~ g—l— O((u/c)?) e Cy ~ g\/g + O((u/c)?) (4.22)

obtendo

~

M=u , d=u(1—-vV5)+0(u/c)®) e I=u(1+V5)+0((u/c)’) (4.23)

Calculando a rigidez numérica R pela equacdo (2.47), chegamos a:

R(O=1) ~ Vfii

+ O((u/c)?) ~ 2.618 (4.24)
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FIG. 4.23: Relagdo de 6 com a Razdo de Autovalores

A Figura (4.23) representa graficamente a relacio entre o parametro ¢ da matriz I" e a ri-
gidez numérica R. Claramente, pode-se verificar que a selecdo 0 = 0 € a mais adequada para
minimizar a razao de autovalores e a rigidez numérica R.

De acordo com o trabalho de LEE (2005), o desacoplamento entre pressdo e temperatura
¢ desejavel no processo de solugdo do sistema, uma vez que erros no cdlculo da temperatura
ndo seriam propagados para o cdlculo da pressdo. Além de minimizar a rigidez numérica, a
escolha 6 = 0 também € adequada por promover esse desacoplamento, uma vez que a matriz

pré-condicionadora I' apresentada em (4.11) passa a ser escrita da seguinte forma:

pp 0 0
I = up, P 0 (4.25)
-1 pu phy

sendo facilmente identificado que a pressdo pode ser calculada sem influéncia da temperatura,
em funcdo dos elementos nulos da matriz I' e considerando que o vetor de varidveis primitivas
Q ¢ dado por
Q= (pnu.T)" (4.26)
E importante ressaltar que a formulagdo analitica do pardmetro h,, inicialmente desenvol-
vida para minimiza¢do do nimero de condicionamento da matriz I', possibilitou também a
minimizac¢do da razdo de autovalores. Para isso, ajustou-se V,, = |u| e 6 = 0.

Em resumo, a formulacdo da nova metodologia de simulac@o pode ser definida por:

hP:_%ppv PP:i‘f‘% 5(ap>/<p@>’

V2 oT oT
e vifoon (-2 o on D) (b2 sz )
Vo=Iul e §d=0
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4.3.2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Visando manter a consisténcia na sequéncia da andlise, da mesma forma que na secdo ante-
rior, foi utilizado o problema do bocal convergente-divergente subsonico como caso teste.

Para obtencao da solug¢do de regime permanente, na marcha no pseudo-tempo foi empre-
gado o método de Euler Explicito. Este método € pouco utilizado devido a sua baixa eficiéncia.
Entretanto, buscou-se um método de estabilidade linear numérica condicional, no qual se con-
siga trabalhar com um CFL 6timo, permitindo uma avaliacdo adequada da eficiéncia da nova
metodologia. Cada método foi implementado com o seu CFL 6timo, garantindo assim que as
comparacdes fossem realmente realizadas com a maxima eficiéncia desses métodos.

Em todas as simulacdes utilizou-se uma malha espacial com 201 pontos para garantir uma
convergéncia de malha, obtendo uma solu¢do que ndo evidencie qualquer erro grifico quando
comparada com a solucdo exata. As discretizacdes espaciais dos fluxos nao viscosos foram

realizadas com uso da MDP de 1? ordem.

4.3.3 VALIDACAO

Foram realizadas comparacdes entre as solu¢des analiticas de regime permanente do pro-
blema, fornecidas por ANDERSON (1995), e as solu¢gdes numéricas obtidas, tanto para
My = 107! quanto para My = 1073,

As Figuras 4.24 e 4.25 mostram as comparagdes feitas em numero de Mach, enquanto que
as Figuras 4.26 e 4.27 mostram as comparagdes feitas na pressdo. Pode-se verificar que, em
func¢do das propriedades fisicas analisadas, todos os métodos numéricos e 0 modelo matematico
proposto foram capazes de reproduzir de forma aceitdvel o comportamento do fendmeno fisico
simulado.

Entretanto, conforme € visto nas Figuras 4.28 e 4.29, a nova metodologia com hp analitico
nao foi capaz de reproduzir de forma aceitavel o comportamento do fendmeno fisico simulado,
apresentando erros significativos na solu¢do de temperatura.

Para corrigir os erros encontrados na solucdo de temperatura, verifica-se a necessidade de
modificacido da nova metodologia. Contudo, apesar das solucdes de temperatura possuirem sig-
nificativos erros, serd realizada uma andlise de efici€éncia computacional da nova metodologia,

por considerarmos uma fonte importante de comparacdes futuras.

43.4 ANALISE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Para verificar a eficiéncia da nova férmula de /), na minimiza¢do do nimero de condicio-

namento da matriz pré-condicionadorada I', implementou-se um método de otimizacao tendo

89



0.2 A Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
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FIG. 4.24: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solugdo de Nr Mach - Mach 107! - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

0.002 A Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
- | | Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
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FIG. 4.25: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solu¢do de Nr Mach - Mach 1073 - Nx
= 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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1.002 A Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
B ] Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
B 0 Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
1 A Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
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FIG. 4.26: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solugio de Pressdo - Mach 107! - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.27: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solucdo de Pressdo - Mach 1073 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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A Equagdes Nao Precondicionadas (CFL 0.85)
101 [ ] Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
- O Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
- —--A-— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
1.008 B Solucdo Exata
F .,
1.006 |- ! A
- N
i Al
© [ | A
5 1.004 F | A
= B
o - | A
o - N
S - | A
€ 1.002 - | ‘A
et - AAAAAArArrirans
1
0.998 |-
0.996 |- | [ [ [ |
0 0.25 0.5 0.75 1

X/L

FIG. 4.28: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solugdo de Temperatura - Mach 10! -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 4.29: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solug¢do de Temperatura - Mach 1073 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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como varidvel de projeto o parametro h, € como fung¢io custo o nimero de condicionamento
da matriz I'. No processo de otimizagdo de h,,, os parametros V), e J foram ajustados de acordo

com a nova metodologia, ou seja:
Vo=1lul e §d=0 (4.28)

Implementou-se o método de otimizacdo de Powell, o qual tem sua formulagdo descrita
detalhadamente no APENDICE A.

Adicionalmente, implementou-se um outro método de otimizagao, tendo como varidvel de
projeto o parametro V), e como fung¢do custo a razdo dos autovalores. O objetivo € conseguir
separar os efeitos da rigidez numérica e do nimero de condicionamento da matriz I' na taxa de
convergéncia. Para isso, a razdo de autovalores foi limitada ao mesmo valor obtido pelo pré-
condicionador cldssico de VENKATESWARAN e MERKLE (1999), ou seja, aproximadamente
2.6. Assim os resultados obtidos por esse método de otimizag¢ao de V},, em comparag¢do com 0s
pré-condicionadores cldssicos, somente sao devidos ao nimero de condicionamento da matriz
I', uma vez que a razdo dos autovalores serd a mesma. No processo de otimizac¢do de V), os

parametros h, e ¢ foram ajustados de acordo com a nova metodologia, ou seja:

hp:—ﬂpp e 0=0 (4.29)
P

Na andlise de eficiéncia da nova metodologia, além da taxa de convergéncia da solucgdo,
avaliou-se a razdo de autovalores, relacionada com o critério da Rigidez Numérica R, 0 ndmero
de condicionamento da matriz I'', relacionado com o critério da Sensibilidade Assintética Sa, eo
ndmero de condicionamento da matriz autovetores, relacionado com o critério da Sensibilidade
Transitoria S”t.

A nova metodologia foi comparada com um esquema nao pré-condicionado, com os méto-
dos pré-condicionadores classicos de WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MER-
KLE (1999), com o método de otimizagdo de h, € com o método de otimizagao de V.

Inicialmente, foram realizadas experimenta¢des numéricas para My = 107! e My = 1073
com a finalidade de analisar a eficiéncia da nova metodologia. As Figuras ?? a 4.37 apresentam
os resultados dessas simulagdes.

Nas Figuras ?? e ??, analisa-se o niimero de condicionamento da matriz pré-condicionadora
I'. Verificamos que os resultados obtidos pela nova metodologia com hp analitico foram signifi-
cativamente menores do que os obtidos pelos métodos pré-condicionadores cldssicos de WEISS
e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999), sendo 3 ordens de magnitude me-
nor para My = 107! e 6 ordens de magnitude menor para M, = 1073, Verifica-se que, quanto

menor € a velocidade do escoamento, maior € a diferenca entre o nimero de condicionamento
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da matriz I' obtido pela nova metodologia e pelos pré-condicionadores cldssicos. Observamos
ainda que o esquema ndo pré-condicionado também possui um nimero de condicionamento re-
lativamente baixo em relagdo aos pré-condicionadores cldssicos, sendo 2 ordens de magnitude
menor para My = 10~! e 4 ordens de magnitude menor para M, = 10~2. Comparando-se com
a nova metodologia, o esquema nao pré-condicionado possui um nimero de condicionamento
1 ordem de magnitude maior, tanto para M, = 10! quanto para M, = 10~3. Em funcdo dos
resultados obtidos, conclui-se que o pré-condicionamento cldssico afeta acentuadamente o nu-
mero de condicionamento do sistema, o que € corrigido e otimizado pela nova metodologia de
pré-condicionamento proposta.

Constata-se ainda a eficiéncia da nova férmula de %, na minimiza¢do do nimero de con-
dicionamento da matriz I'. A férmula analitica de h, obteve resultados semelhantes aos con-

seguidos pelo método de otimizagdo de hp, tanto para My = 10~! quanto para M, = 1073
guidos pelo método de otimizagdo de hp para My = 107! q para My = 1073
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——&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
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FIG. 4.30: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz I - M, = 107! - Nx
= 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.

Nas Figuras 4.32 e 4.33, avalia-se a razdo dos autovalores do sistema. Verifica-se que a
nova metodologia com hp analitico conseguiu minimizar a razao dos autovalores (= 1), e com
isso, minimizar a rigidez numérica R ~ 1, tanto para M, = 10~! quanto para M, = 1073.

Observa-se que os métodos pré-condicionadores cldssicos de WEISS e SMITH (1995) e VEN-
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FIG. 4.31: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Nr Condic Matriz T - My = 1072 - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

KATESWARAN e MERKLE (1999) obtiveram uma razio de autovalores em torno de 2.6,
tanto para M, = 10~! quanto para M, = 1073. Verifica-se ainda que o esquema nio pré-
condicionado possui uma razio dos autovalores elevada para M, = 10!, e que a mesma cresce
acentuadamente quando o nimero de Mach € reduzido para M, = 10~3. Em funcio dos resulta-
dos obtidos, conclui-se que apesar do pré-condicionamento cldssico reduzir significativamente
arazdo dos autovalores, a nova metodologia consegue um resultado ainda melhor, minimizando
a diferenca dos autovalores do sistema.

Verifica-se ainda que o método de otimizagdo de V},, implementado com o objetivo de se-
parar os efeitos da rigidez numérica e do nimero de condicionamento da matriz I' na taxa de
convergencia, obteve o resultado esperado, com a mesma razdo de autovalores que os métodos
classicos, em torno de 2.6.

Nas Figuras 4.34 e 4.35, avalia-se o numero de condicionamento da matriz de autovetores.
Verifica-se que tanto a nova metodologia quanto os pré-condicionadores cldssicos possuem ele-
vados valores de nimero de condicionamento da matriz de autovetores em comparagdo ao ob-
tido pelo esquema nio pré-condicionado, sendo 1 ordem de magnitude maior para M, = 107!
e 3 ordens de magnitude maior para M, = 10~3. Comprovou-se o que havia sido constatado

no trabalho de DARMOFAL e SCHMID (1996), que os métodos pré-condicionadores possuem
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FIG. 4.32: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Razdo de Autovalores - My = 107 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 4.33: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Razio de Autovalores - My = 1073 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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autovetores pouco ortogonais para baixos valores de Mach, obtendo por este motivo elevados

valores de numero de condicionamento da matriz de autovetores.

Equacgdes Nao Precondicionadas (CFL 0.85)

Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)

Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)

Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Raz&o Merkle (CFL0.5 5)
Novo Precondicionador - hp Otimizado (CFL 0.35)
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FIG. 4.34: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz Autovetores
-My = 10! - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.

Nas Figuras 4.36 e 4.37, analisa-se o comportamento da norma infinita do erro absoluto
da solugdo || A Q|| ao longo das iteragdes no pseudo-tempo, sendo AQ) o vetor de varidveis
primitivas apresentado em (2.22). As taxas de convergéncia dos métodos sdo inferidas a partir
destes graficos. Os resultados das simula¢des mostram que, para Mach M, = 10}, a nova me-
todologia com hp analitico foi a mais eficiente dentre as testadas. A nova metodologia convergiu
com uma taxa de 0.24, enquanto os pré-condicionadores cldssicos de WEISS e SMITH (1995)
e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) convergiram com uma taxa de 0.10, ou seja, um au-
mento da taxa de convergéncia de cerca de 240 por cento. Para M, = 10~3, a nova metodologia
com hp analitico convergiu com uma taxa de 0.21, enquanto os métodos classicos de WEISS
e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) convergiram com uma taxa de
0.08, ou seja, um aumento da taxa de convergéncia de cerca de 270 por cento. Verifica-se que
quanto menor € a velocidade do escoamento, maior € a diferenga de taxa de convergéncia obtida
pela nova metodologia e pelos pré-condicionadores classicos. Além disso, pode-se observar a
degradagdo da convergéncia do esquema ndo pré-condicionado para Mach M, = 10~!, com

uma taxa de 0.05 devido a elevada razdo de autovalores, apesar dos baixos valores de nimero
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FIG. 4.35: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz Autovetores -
My = 1073 - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

de condicionamento da matriz T'. Para M, = 1073, a dificuldade de convergéncia do esquema
ndo pré-condicionado foi ainda foi amplificada.

Analisando os resultados obtidos pelo método com hp otimizado pode-se verificar que, para
My = 107!, a taxa de convergéncia obtida foi a mesma da nova metodologia com hp analitico.
Para M, = 1073, a taxa de convergéncia obtida foi de 0.22, um pouco superior a taxa de
0.21 obtida pela nova metodologia com hp analitico. Entretanto, essa redu¢do em nimero de
iteragdes € pouco significante comparada ao aumento de tempo computacional provocado pelo
algoritmo de otimizacdo de Powell. A formulagdo analitica de hp evita o custo computacional
gerado pelo processo de otimizacdo de Powell. O tempo computacional por iteragdo gasto pelo
método com hp otimizado é da ordem de 102 segundos, enquanto que o custo do método com
hp analitico € da ordem de 10~3 segundos, ou seja, 1 ordem de magnitude menor.

Observando os resultados obtidos pelo método com V), otimizada pode-se verificar que, para
My = 1071, dos 240 porcento de aumento de taxa de convergéncia, 30 por cento foram gerados
pela minimizacao do nimero de condicionamento da matriz I' e 210 por cento foram gerados
pela minimizacdo da razdo de autovalores. J4 para My = 1073, dos 270 por cento de aumento
de taxa de convergéncia, 60 por cento foram gerados pela minimiza¢ao do nimero de condicio-

namento da matriz I' e 210 por cento continuaram sendo gerados pela minimizacao da razdo de
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autovalores. Conclui-se que a diferenga de taxa de convergéncia obtida pela nova metodologia
e pelos pré-condicionadores classicos cresce com a redu¢do do nimero de Mach. Conclui-se
ainda que, para M, = 107!, a taxa de convergéncia da nova metodologia é principalmente in-
fluenciada pela minimizagdo da razao de autovalores. Entretanto, conforme o nimero de Mach
€ reduzido para My = 1073, maior se torna a influéncia da minimiza¢ao do ndmero de condici-

onamento da matriz I' na taxa de convergéncia.

10— A Equacbdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
——m—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
——HB—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
10°%@-—A—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
——6—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razédo Merkle (CFL 0.5 5)
L —@— Novo Precondicionador - hp Otimizado (CFL 0.35)
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FIG. 4.36: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 1071

- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1?* ordem.

Uma outra importante andlise a ser feita esta relacionada com o crescimento do erro absoluto
da solug@o || A Q|| no transiente inicial do pseudo-tempo. As Figuras 4.38 ¢ 4.39 mostram
a evolucao do erro absoluto da solu¢do nos primeiros passos do pseudo tempo. Essas figuras
servirdo para indicarmos uma primeira forma de crescimento do erro no transiente inicial do
pseudo-tempo, dentre outras. A primeira forma de crescimento do erro estd relacionada com
a posi¢do do primeiro ponto do gréfico. Verifica-se que, para My = 107!, o crescimento do
erro do esquema nio pré-condicionado é cerca de 1072 enquanto que para todos os métodos
pré-condicionados o crescimento é aproximadamente 107!, Para M, = 1073, o crescimento
do erro do esquema nio pré-condicionado estd por volta de 10~* enquanto que para todos os
métodos pré-condicionados o crescimento inicial € cerca de 1072, Sendo assim, fica claro que

o crescimento do erro dos métodos pré-condicionados é no minimo 2 ordens de magnitude

99



10° A Equagdes Néo Precondicionadas (CFL 0.85)

——m—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
—-B—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
]_00 [———=&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
—&—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razao Merkle (CFL0.5  5)
——@—— Novo Precondicionador - hp Otimizado (CFL 0.35)
107
RSO O D NN A O N0 N AN AL A A
Y "h bl [yt i I
10" | A a NA
VAN
= 10
o
<
— 10°
1070
1012
10
10-16 R H ! ____'._
0 20000 40000 60000 80000 100000 120000

Numero de Iteracdes no Pseudo-Tempo ‘
FIG. 4.37: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 1073
- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

maior do que o crescimento do esquema ndo pré-condicionado. Esses resultados podem ser
associados ao que foi apresentado nas Figuras 4.34 e 4.35, onde se avaliou o nimero de con-
dicionamento da matriz de autovetores. Foi verificado que tanto a nova metodologia quanto os
pré-condicionadores classicos possuem elevados valores de nimero de condicionamento da ma-
triz de autovetores em comparagao ao obtido pelo esquema nao pré-condicionado. Dessa forma,
h4 evidéncias de confirmagdo do que foi sinalizado por DARMOFAL e SCHMID (1996), que
os autovetores dos métodos pré-condicionados sdo acentuadamente nao ortogonais e, por isso,
o erro da solu¢d@o no transiente inicial do pseudo-tempo € amplificado. Especificamente, esta-
mos tratando o transiente inicial do pseudo-tempo apenas como a posi¢ao do primeiro ponto do
gréfico de erro.

Uma segunda forma de crescimento do erro da solu¢c@o no transiente inicial do pseudo-
tempo pode ser visualizada pela Figura 4.40. Implementou-se a nova metodologia para diferen-
tes CFL, com M, = 1073. Analisa-se o comportamento da norma do erro absoluto da solucdo
|| A Q||s- Através dos resultados verifica-se que, quanto maior é o CFL, maior é o cresci-
mento do erro da solu¢do em uma determinada regido do transiente inicial do pseudo-tempo.
Esse crescimento do erro € provocado por algumas perturbacdes que possuem mddulo do ganho

maior que 1 (|G| > 1). A medida que o CFL aumenta, o nimero de perturbagdes com |G| > 1
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FIG. 4.38: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Transiente Inicial do Erro Absoluto da
Solugdo - My = 107! - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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aumenta, até que o método numérico se torne instavel.

Cabia ainda investigar a relacdo entre o crescimento inicial visualizado na Figura 4.40 e nu-
mero de condicionamento da matriz de autovetores. A Figura 4.41 mostra a variacdo do nimero
de condicionamento da matriz de autovetores, para os diferentes CFL, no instante do pseudo-
tempo em que cada método passa pela regido de instabilidade. Pode-se verificar que a variagdao
do CFL ndo altera a ordem dos valores de niimero de condicionamento da matriz de autove-
tores. As oscilagdes verificadas na figura sdo relacionadas com o CFL instdavel. O resultados
indicam que o nimero de condicionamento da matriz de autovetores nao estd relacionado com

essa segunda forma de crescimento do erro da solucdo no transiente inicial do pseudo-tempo.

10*
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FIG. 4.40: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Cond Matriz de Autovetores -
My = 107! - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1% ordem.

Como jé foi visto, o trabalho de DARMOFAL e SCHMID (1996) sugeriu que os autovetores
fossem escolhidos com a finalidade de minimizacdo da ndo ortogonalidade dos mesmos para
baixas velocidades de escoamento. Isso seria um possivel caminho para evitar a amplificacdao
de erros no transiente inicial do pseudo-tempo, evitando a primeira forma de crescimento do
erro. Baseado no estudo de DARMOFAL e SCHMID (1996), foram realizadas simula¢des da
nova metodologia usando diferentes autovetores, com M, = 10~!. A Figura 4.42 apresenta os
resultados obtidos de niimero de condicionamento da matriz de autovetores, para trés diferentes

autovetores. Na Figura, as trés variantes da nova metodologia com os diferentes autovetores
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FIG. 4.41: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Cond Matriz de Autovetores -
My = 107" - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

sdo chamadas de novo pré-condicionador 1, 2 e 3. Os resultados mostram que, independen-
temente da escolha, os autovetores selecionados possuem sempre elevada ndao ortogonalidade
para baixo nimero de Mach. Os valores obtidos de niimero de condicionamento da matriz de
autovetores sempre sdo elevados comparando-se que o esquema nao pré-condicionado. Dessa
forma, verificam-se indicios de que o sugerido por DARMOFAL e SCHMID (1996) nio con-
segue resolver o problema da amplificacdo de erros no transiente inicial da solucao.
DARMOFAL e SCHMID (1996) também sugeriu que os parametros da matriz pré-
condicionadora I' fossem selecionados com a finalidade de redu¢do do nimero de condicio-
namento da matriz de autovetores. Entretanto, existem evidéncias de que qualquer nova selecao
dos parametros (h,, V,, € §), que ndo seja a adotada pela nova metodologia, prejudicaria a razdo
dos autovalores. Isto ocorreria porque a selecdo proposta na nova metodologia € 6tima, conse-
guindo minimizar a razao dos autovalores (= 1). Fica fécil verificar que ndo € compensatério
prejudicar o ajuste da razdo dos autovalores em prol de uma redu¢do do nimero de condicio-
namento da matriz de autovetores. Basta analisarmos o esquema ndo pré-condicionado, o qual
consegue um baixo nimero de condicionamento da matriz de autovetores, a0 mesmo tempo que
tem uma razao de autovalores elevada. Como ja foi verificado nas anélises de custo computa-

cional, o esquema ndo pré-condicionado sofre com a degradacdo de sua taxa de convergéncia
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FIG. 4.42: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Cond Matriz de Autovetores -
My = 1073 - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1% ordem.

quando o ndmero de Mach € reduzido. Sendo assim, novamente verificam-se indicios de que o
sugerido por DARMOFAL e SCHMID (1996) ndo consegue resolver o problema da amplifica-
cdo de erros no transiente inicial da solucgao.

As Figuras 4.43 e 4.44 apresentam resultados obtidos para o nimero de condicionamento
da matriz de autovetores em fun¢do da variagio do pardmetro §, para My = 107! e My = 1073,
Constata-se que a selecdo 0 = 0 é bastante adequada, pois é a que gera o0 menor nimero
de condicionamento da matriz de autovetores. Apesar disso, verifica-se que a selecdo § = 0
nao conseguiu reduzir a ndo ortogonalidade dos autovetores dos métodos pré-condicionados a

valores da mesma ordem dos obtidos pelo esquema nao pré-condicionado.
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4.4 TERCEIRA ETAPA DE DESENVOLVIMENTO DA NOVA METODOLOGIA

4.4.1 CORRECAO DA DISSIPACAO ARTIFICIAL

A terceira fase de desenvolvimento da nova metodologia buscava corrigir os erros encon-
trados na solucdo da temperatura. A pesquisa se balizou na premissa de que, como todas as
formulacdes foram escritas em forma incremental ou residual, a contribuicdo implicita influ-
enciaria somente na taxa de convergéncia do método numérico (TANNEHILL et al., 1997).
Assim, certamente a fonte geradora do erro na solucdo de temperatura estaria no lado explicito
do sistema de equagdes.

Verificou-se que o erro na solucio de temperatura estava vinculado a baixa dissipa¢do na
varidvel pressdao hidrodindmica. Constatou-se que a contribuicdo da pressao hidrodindmica na
dissipacdo € eliminada quando utilizamos a formulag@o analitica de h,, € empregada.

O entendimento do problema comeca pelo conhecimento do esquema usado para a discre-
tizacdo espacial dos fluxos convectivos, o método da Matriz de Dissipacdo Pré-condicionada
(MDP). Nesse método, emprega-se uma aproximacgdo centrada com dissipa¢do matricial pré-
condicionada. Mudangas na matriz pré-condicionadora alteram a dissipacao artificial.

A matriz pré-condicionadora I' ndo modificada pela nova metodologia € dada por:

Pp 0 0 pr
0
r— o P e (4.30)
VP 0 p vpr

Hp, — (1= phy) pu pv Hpr+ phr

Como ji foi visto, o termo Hp, — (1 — ph,) da matriz T' é proporcional a 1/M?.
Quando a matriz I' é multiplicada pela forma incremental do vetor de varidveis primitivas
Q = (pn,u,v,T)T, otermo H pp— (1—ph,) é multiplicado pelo incremento da pressdo hidrodi-
namica py,. Além disso, a pressdo hidrodinAmica é proporcional a /2. Sendo assim, estaremos
multiplicando um fator da ordem de 1/M? por outro da ordem de M?, gerando uma dissipagdo
da ordem de 1. Assim sempre havera dissipacdo, independente do nimero de Mach que esteja
sendo simulado.

Quando a formulagdo analitica de h, é empregada, o termo Hp, — (1 — ph,) se torna
igual a -1. Dessa forma, quando a matriz I' é multiplicada pelo vetor de varidveis primitivas
Q = (pn,u,v,T)T, estaremos multiplicando um fator da ordem de 1 por outro da ordem de
M?, gerando uma dissipacdo da ordem de M?. Assim, quando o nimero de Mach é reduzido,

a dissipagdo € eliminada, causando erros na solucéo.

Apdés descobrirmos a fonte do problema, ajustou-se o método da Matriz de Dissipacao
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Pré-condicionada (MDP) usando o esquema de pré-condicionamento classico de VENKA-
TESWARAN e MERKLE (1999) no célculo da dissipa¢do. Foram implementadas duas ma-
trizes pré-condicionadoras. Para o lado explicito, a matriz com pré-condicionador cldssico
garante a acurdcia da solucdo. Para o lado implicito, a matriz com a nova metodologia de
pré-condicionamento busca o aumento da eficiéncia computacional do método numérico, que €
o foco deste trabalho de Tese.

E importante esclarecer que a implementacdo de duas matrizes pré-condicionadoras néo
gera qualquer aumento de custo computacional, tratando-se apenas de uma questdo de imple-

mentagao do cddigo computacional para corre¢ao da dissipacao.

4.42 FORMULACAO DO PROBLEMA

Para manter a consisténcia na sequéncia da andlise, da mesma forma que na se¢do anterior,
foi utilizado o problema do bocal convergente-divergente subsdnico como caso teste.

Os resultados apresentados foram obtidos a partir da solucdo de regime permanente. Na
marcha no pseudo-tempo foi empregado o método de Euler Explicito. Em todas as simula¢des
utilizou-se uma malha espacial com 201. As discretizagdes espaciais dos fluxos ndo viscosos
foram realizadas com uso da MDP de 1% ordem.

Para facilitar o entendimento, chamaremos de “nova metodologia com £, analitico” a me-
todologia proposta na secdo anterior, com hp analitico, porém sem correcdo no esquema da
dissipacdo, pois utiliza somente uma matriz pré-condicioinadora. Por outro lado, chamaremos
de “nova metodologia com dissipagdo de Merkle” a metodologia proposta nesta se¢do, com
hp analitico, porém com corre¢do no esquema da dissipagdo, pois utiliza duas matrizes pré-

condicioinadoras.

443 VALIDACAO

Foram realizadas comparacdes entre as solugdes analiticas de regime permanente do pro-
blema, fornecidas por ANDERSON (1995), e as solugdes numéricas obtidas, tanto para
My = 107! quanto para M, = 1073, A validacdo do c6digo computacional e do modelo mate-
matico proposto analisa se estes sdo capazes de reproduzir de forma aceitavel o comportamento
do fendmeno fisico que se deseja simular (OBERKAMPEF, 2010).

As Figuras 4.45 e 4.46 mostram as comparagdes feitas em numero de Mach, enquanto que as
Figuras 4.47 e 4.48 mostram as comparacdes feitas na pressdo. Compara-se a nova metodologia
com /, analitico com a nova metodologia com dissipagdo de Merkle. Pode-se verificar que os

métodos numéricos e o modelo matematico proposto foram capazes de reproduzir de forma
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aceitdvel o comportamento do fendmeno fisico simulado.

As Figuras 4.49 e 4.50 mostram as comparagdes feitas na temperatura. Compara-se a nova
metodologia com h,, analitico com a nova metodologia com dissipacdo de Merkle. Pode-se
verificar que, apds implementacdo da nova metodologia com dissipacao de Merkle, os erros na

solucdo de temperatura foram corrigidos.

0.2 A Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
- [ ] Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
019k O Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
A9k A Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
B Solucdo Exata
0.18 F X Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
017
0.16 |-
< [
% B
s 015
E B
0.14 |
0.13 |
0.12
0.11%
01 | | | | | | | | | | |
0 0.25 0.5 0.75 1
X/L

FIG. 4.45: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solu¢do de Nr Mach - M, = 10! - Nx
= 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.

Foram realizadas validagdes para M = 1072 até M = 10~". Os resultados sdo apresentados
no APENDICE B. Para velocidades de escoamento menores do que M = 1077, o erro absoluto

da solugdo fica da mesma ordem da precis@o de maquina, dificultando andlises.

4.4.4 ANALISE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Inicialmente, foram realizadas experimentagdes numéricas para My = 107! e My = 1073
com a finalidade de analisar a eficiéncia da nova metodologia com corre¢do da dissipacdo. As
Figuras 4.51 a 4.58 apresentam os resultados dessas simulacoes.

Na andlise de eficiéncia da nova metodologia com correc¢do da dissipagdo, além da taxa de
convergéncia da solucdo, avaliou-se a razao de autovalores, relacionada com o critério da Ri-

gidez Numérica I, o nimero de condicionamento da matriz I', relacionado com o critério da
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Equagdes Nao Precondicionadas (CFL 0.85)
Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
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FIG. 4.46: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solug¢do de Nr Mach - My = 1073 - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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B ] Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
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FIG. 4.47: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solu¢io de Pressdo - My = 107! - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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Equac6es Nao Precondicionadas (CFL 0.85)
Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
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FIG. 4.48: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solu¢do de Pressdo - My = 1072 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.49: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solugio de Temperatura - My = 107! -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.50: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solugio de Temperatura - My = 1073 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.

Sensibilidade Assintética Sa, e o numero de condicionamento da matriz autovetores, relacio-
nado com o critério da Sensibilidade Transitéria S’t.

A nova metodologia com corre¢do da dissipacdo foi comparada com a nova metodologia
sem corre¢do da dissipacdo, além de um esquema nao pré-condicionado e com os métodos
pré-condicionadores cldssicos de WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE
(1999).

Nas Figuras 4.51 e 4.52, analisa-se o nimero de condicionamento da matriz I'. Verifica-se
que a nova metodologia com dissipa¢do de Merkle obteve os mesmos valores da nova metodo-
logia com h,, analitico, tanto para My = 10! quanto para M, = 107.

Nas Figuras 4.53 e 4.54, avalia-se a razdo dos autovalores do sistema. Observa-se que a
nova metodologia com dissipacdo de Merkle obteve os mesmos valores da nova metodologia
com h,, analitico, tanto para M, = 10~! quanto para My = 1072,

Nas Figuras 4.55 e 4.56, avalia-se o nimero de condicionamento da matriz de autovetores.
Verifica-se que a nova metodologia com dissipacdo de Merkle obteve os mesmos valores da
nova metodologia com h,, analitico, tanto para My = 10~! quanto para My = 1073.

Nas Figuras 4.57 e 4.58, analisa-se o comportamento da norma infinita do erro absoluto

da solugdo || A Q|| ao longo das iteragdes no pseudo-tempo. As taxas de convergéncia dos
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FIG. 4.51: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz I" - My = 107! - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.52: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz I - M, = 1072 - Nx
= 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 4.53: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Razdo de Autovalores - My = 107 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 4.54: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Razio de Autovalores - My = 1073 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.55: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz Autovetores -
My = 107" - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.56: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz Autovetores -
My = 1073 - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1% ordem.
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métodos sdo inferidas a partir destes graficos. Conforme o esperado, observa-se que a nova
metodologia com dissipagdo de Merkle obteve os mesmos valores da nova metodologia com h,,

analitico, tanto para My = 10~! quanto para My = 1073,

10° ——A— Equacdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
——&—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
—HB—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
10°f¢-—4A—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
—&—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL0.5 5)
—>*—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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Numero de IteracBes no Pseudo-Tempo
FIG. 4.57: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 101

- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1?* ordem.

Foram realizadas simulag¢des para M, = 1072 até My = 10~7. Os resultados sdo apresen-
tados no APENDICE B. Para velocidades de escoamento menores do que M, = 1077, o erro
absoluto da solugdo fica da mesma ordem da precisd@o de maquina, dificultando andlises.

Em funcao dos resultados obtidos pela nova metodologia, conseguindo um relevante au-
mento de taxa de convergéncia em relacdo aos pré-condicionadores classicos, obtendo solucdes
fisicamente corretas, comprovou-se o que foi descrito por (TANNEHILL et al., 1997). A con-
tribui¢do implicita influi somente na taxa de convergéncia do método numérico, enquanto que
a contribui¢@o explicita controla a acurécia da solugao.

Como ja foi visto, os resultados das simulac¢des realizadas por LEE (2007) mostraram uma
significativa redu¢do na amplificacdo de erros, com significativo aumento da taxa de conver-
géncia dos métodos pré-condicionados empregados nas simulagdes. Entretanto, a consideracao
imposta no trabalho, Hp, — (1 — ph,,) = 0, se mostrou inadequada, uma vez que levou a solu-
coes fisicamente incorretas. LEE (2007) ndo mostrou os motivos que o levaram a obter solugdes

fisicamente incorretas, tampouco como resolver esse problema de acurécia das solucdes.
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FIG. 4.58: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 1073
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- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

Por isso, a obtenc¢do de solugdes acuradas pela correcao da dissipacdo da nova metodologia,
com implementagdo de uma segunda matriz pré-condicionadora, mantendo o aumento de taxa

de convergéncia conseguido, representa um passo adiante ao trabalho de LEE (2007).
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4.5 ADVECCAO NAO VISCOSA DE UMA ONDA TERMICA

4.5.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

O problema da adveccdo ndo viscosa de uma onda térmica € um problema com solugdo
de regime permanente e, além disso, permite o controle do nimero de Mach, podendo-se im-
por baixas velocidades ao escoamento. Por isso, o problema € ideal para ser utilizado como
caso teste, uma vez que pretende-se analisar comportamentos de diferentes métodos numé-
ricos estando os mesmos sujeitos a baixos nimeros de Mach. Além disso, a advec¢ao ndo
viscosa serd utilizada como estdgio intermedidrio para implementacdo da adveccdo viscosa,
que ird possibilitar andlises a respeito da influéncia da viscosidade na nova metodologia de
pré-condicionamento. Por fim, diferentemente do problema do difusor, na advec¢do da onda
térmica o método de Euler Implicito mostrou ter estabilidade numérica condicional. Por isso,
se conseguiu trabalhar com um CFL 6timo, permitindo uma avaliagdo adequada da eficiéncia
da nova metodologia.

O fendmeno fisico foi caracterizado como um escoamento unidimensional € ndo viscoso
de um fluido newtoniano, compressivel e termicamente perfeito. A sua particularidade estd na
condicdo de contorno de entrada da temperatura que induz uma onda térmica pelo dominio e
serd abordada na seqiiencia desta secdo. O problema foi modelado pelas equagdes de Euler
unidimensionais.

A Figura 4.59 ilustra a fung¢do da temperatura de entrada (7)) para um caso particular
considerando-se Ty = 300K e T, = 100K:

FIG. 4.59: Fun¢do da Temperatura de Entrada

Em regime permanente, a solu¢ao de temperatura converge para 7, enquanto que pressio e

velocidade permanecem constantes.
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Para obtencdo da solucdo de regime permanente, para marcha no pseudo-tempo, utilizou-
se o método Euler Implicito, o qual mostrou ter estabilidade numérica condicional para este
problema. Por isso, se conseguiu trabalhar com um CFL 6timo, permitindo uma avaliagdo
adequada da eficiéncia da nova metodologia. Apesar do uso de um método implicito, cada
método foi implementado com o seu CFL 6timo, garantindo assim que as comparagdes fossem
realmente realizadas com a maxima eficiéncia desses métodos.

As discretizagdes espaciais dos fluxos nao viscosos foram feitas com uso da MDP de 3*
ordem. Em todas as simulagdes utilizou-se uma malha espacial com 101 pontos.

O problema permitird avaliar o comportamento da nova metodologia perante ao uso de
discretizagdes espaciais de 3* ordem e de um método de marcha implicito.

Como condig¢do inicial, para os pontos do dominio espacial considerou-se:

pressdo total constante py = 105N /m?;

e temperatura constante 7 = 300K;

e razdo entre os calores especificos a pressdo e volume constantes v = C,/C, = 1.4;
e velocidade do som na entrada ¢y = /YRTy;

e nimero de Mach My = 107! ¢ 1075;

e velocidade do escoamento Uy = M, C).

As condigdes de contorno na entrada e na saida do dominio (i = 1) e (¢ = NN) foram

definidas da seguinte forma:

a0
e para a pressao hidrodindmica Dl — 0 e PrlN = Dos

ox 1

0
e para a velocidade _u‘ =0 e uly=Upy;
Ox I

oT
e para a temperatura —| = 0.
Ox IN

A condicdo de contorno da temperatura na entrada do dominio para a se¢do varia conforme

a funcao exponencial temporal descrita abaixo:

Ti(r)=e " (To —Ts) + Ty, com Ty > T, 4.31)
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4.5.2 VALIDACAO

A Figura 4.60 mostra a evolu¢do da solucdo de temperatura da nova metodologia no pseudo-
tempo. As varidveis pressdo e velocidade permanecem constantes. Pode-se observar que a
temperatura convergiu para 7'/7T, ~ 0.33.

Como ja foi visto, em regime permanente, a solucao analitica de temperatura do problema
converge para 1, enquanto que pressao e velocidade permanecem constantes. Dessa forma,
considerando que nas simulacdes adotou-se 7y = 300K e Ty = 100K, pode-se afirmar que
os métodos numéricos e o modelo matemético proposto foram capazes de reproduzir de forma

aceitdvel o comportamento do fendmeno fisico simulado.

15 = ———— Condig&o Inicial
= —&—— tempo 0.5s
14 —A—— tempo 1s
- ——8—— tempo 2s
13F —A—— tempo 10s
12F
11F

TIT,

1 1
0 0.25 0.5 0.75 1
X/L

FIG. 4.60: Advec¢ao Nao Viscosa de Onda Térmica, Evolucdo da Solu¢do de Temperatura no
Pseudo-Tempo - My = 10~* - Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem.

4.5.3 ANALISE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Foram realizadas experimentacdes numéricas para M = 1072 e M = 10~* com a finali-
dade de verificar possiveis diferencas de comportamento em relagc@o aos resultados obtidos no
problema do bocal subsdnico. As experimentacdes com M = 10~ ou menores ndo sdo apre-
sentadas, haja visto terem resultados andlogos aos obtidos em M = 10~%. As Figuras 4.61 a
4.68 apresentam os resultados das simulagdes realizadas.

Na andlise de eficiéncia da nova metodologia com correcdo da dissipagdo, além da taxa de

convergéncia da solucdo, avaliou-se a razdo de autovalores, relacionada com o critério da Ri-
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gidez Numérica f%, o numero de condicionamento da matriz I', relacionado com o critério da
Sensibilidade Assintdtica Sa, e o numero de condicionamento da matriz autovetores, relacio-
nado com o critério da Sensibilidade Transitéria 5}.

A nova metodologia com dissipacdo de Merkle foi comparada com um esquema nao pré-
condicionado e com os métodos pré-condicionadores classicos de WEISS e SMITH (1995) e
VENKATESWARAN e MERKLE (1999).

Nas Figuras 4.61 e 4.62, analisa-se o nimero de condicionamento da matriz pré-
condicionadora I'. Verifica-se que os resultados obtidos pela nova metodologia foram significa-
tivamente menores do que os obtidos pelos métodos pré-condicionadores cldssicos de WEISS
e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999), sendo 3 ordens de magnitude
menor para My = 1072 e 5 ordens de magnitude menor para M = 10~%. Verifica-se ainda
que quanto menor € a velocidade do escoamento, maior € a diferenca entre o nimero de con-
dicionamento da matriz I' obtido pela nova metodologia e pelos pré-condicionadores cldssicos.
Observa-se que o esquema nao pré-condicionado também possui um nimero de condiciona-
mento relativamente baixo em relacdo aos pré-condicionadores cldssicos, sendo 2 ordens de
magnitude menor para M = 1072 e 4 ordens de magnitude menor para M = 10~%. Entre-
tanto, comparando-se com a nova metodologia, o esquema ndo pré-condicionado possui um
numero de condicionamento 1 ordem de magnitude maior. Dessa forma, conclui-se que o pré-
condicionamento cldssico afeta acentuadamente o nimero de condicionamento do sistema, o
que € corrigido e otimizado pela nova metodologia de pré-condicionamento proposta.

Nas Figuras 4.63 e 4.64, avalia-se a razdo dos autovalores do sistema. Verifica-se que a
nova metodologia conseguiu minimizar a razao dos autovalores, e com isso, minimizar a rigidez
numérica R ~ 1, tanto para M = 1072 quanto para M = 10~ Observa-se que os métodos
pré-condicionadores cldssicos de WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE
(1999) obtiveram uma razio de autovalores em torno de 2.6, tanto para M = 10~2 quanto para
M = 10~*. Constata-se que método de otimizagio de V,, que serd usado para separar os efeitos
da rigidez numérica e do nimero de condicionamento da matriz I' na taxa de convergéncia,
obteve o resultado esperado, com razao de autovalores em torno de 2.6. Verifica-se ainda que
0 esquema ndo pré-condicionado possui uma razio dos autovalores elevada para M = 1072, e
que a mesma cresce acentuadamente quando o nimero de Mach é reduzido para M = 1074
Dessa forma, conclui-se que apesar do pré-condicionamento cldssico reduzir significativamente
arazdo dos autovalores, a nova metodologia consegue um resultado ainda melhor, minimizando
a disparidade dos autovalores do sistema.

Nas Figuras 4.65 e 4.66, avalia-se o nimero de condicionamento da matriz de autove-

tores. Verifica-se que tanto a nova metodologia quanto os pré-condicionadores cldssicos de
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FIG. 4.61: Advecgdo Nio Viscosa de uma Onda Térmica - Nr Condic Matriz I - Mach 102 -
Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem.

WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) possuem maiores valo-
res de ndmero de condicionamento da matriz de autovetores em comparag¢do ao esquema nao
pré-condicionado, sendo duas vezes maior para M = 1072 e 1 ordem de magnitude maior
para M = 10~%. Verifica-se que quanto menor € a velocidade do escoamento, maior é a dife-
renga entre o nimero de condicionamento da matriz de autovetores obtido pelo esquema nao
pré-condicionado e pelos métodos pré-condicionadores. Comprovou-se o que havia sido cons-
tatado no trabalho de DARMOFAL e SCHMID (1996), que os métodos pré-condicionadores
possuem autovetores pouco ortogonais para baixos valores de Mach, obtendo por este motivo
elevados valores de nimero de condicionamento da matriz de autovetores.

Nas Figuras 4.67 e 4.68, analisa-se o comportamento da norma infinita do erro absoluto da
solugdo || A Q|| ao longo das iteragdes no pseudo-tempo. As taxas de convergéncia dos méto-
dos sdo inferidas a partir destes graficos. Os resultados das simulagdes mostram que, para Mach
M = 1072, a nova metodologia foi a mais eficiente dentre as testadas. A nova metodologia con-
vergiu com uma taxa de 0.22, enquanto os pré-condicionadores cldssicos de WEISS e SMITH
(1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) convergiram com uma taxa de 0.11, ou seja,
um aumento da taxa de convergéncia de cerca de 100 por cento. Para M/ = 10~%, a nova meto-

dologia convergiu com uma taxa de 0.20, enquanto os métodos cldssicos de WEISS e SMITH
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FIG. 4.62: Advecgdo Nio Viscosa de uma Onda Térmica - Nr Condic Matriz I - Mach 1074 -
Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem.

(1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) convergiram com uma taxa de 0.06, ou seja,
um aumento da taxa de convergéncia de cerca de 230 por cento. Verifica-se que quanto menor é
a velocidade do escoamento, maior € a diferenga de taxa de convergéncia obtida pela nova me-
todologia e pelos pré-condicionadores cldssicos. Além disso, pode-se observar a degradagdo da
convergéncia do esquema nao pré-condicionado devido a elevada razdo de autovalores, apesar
dos baixos valores de niimero de condicionamento da matriz I'.

Quanto ao método com V,, otimizada, pode-se verificar facilmente que, para M = 1072,
dos 100 porcento de aumento de taxa de convergéncia, 10 por cento foram gerados pela mini-
mizacao do nimero de condicionamento da matriz I' e 90 por cento foram gerados pela mini-
mizacdo da razdo de autovalores. J4 para M = 107, dos 230 por cento de aumento de taxa de
convergéncia, 80 por cento foram gerados pela minimiza¢ao do nimero de condicionamento da
matriz I' e 150 por cento continuaram sendo gerados pela minimizag¢do da razdo de autovalores.
Conclui-se que a diferenca de taxa de convergéncia obtida pela nova metodologia e pelos pré-
condicionadores cléssicos cresce com a redu¢do do nimero de Mach. Além disso, verifica-se
que quanto menor ¢ o nimero de Mach, maior € a influéncia da minimiza¢do do nimero de

condicionamento da matriz I' na taxa de convergéncia.
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FIG. 4.63: Advecgdo Nio Viscosa de uma Onda Térmica - Razdo de Autovalores - Mach 1072
- Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem.
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FIG. 4.64: Advecgdo Nio Viscosa de uma Onda Térmica - Razdo de Autovalores - Mach 1074
- Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem.
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FIG. 4.65: Adveccao Nao Viscosa de uma Onda Térmica - Nr Condic Matriz Autovetores -
Mach 10~2 - Nx = 101 pontos - Euler Explicito - MDP de 3% ordem.
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FIG. 4.66: Adveccao Nao Viscosa de uma Onda Térmica - Nr Condic Matriz Autovetores -
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FIG. 4.67: Adveccdo Nao Viscosa de uma Onda Térmica - Erro Absoluto da Solucio - Mach
1072 - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 4.68: Adveccdo Nao Viscosa de uma Onda Térmica - Erro Absoluto da Solucio - Mach
10~* - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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4.6 ADVECCAO VISCOSA DE UMA ONDA TERMICA

4.6.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

Com a finalidade de avaliar a influéncia da viscosidade sobre a taxa de convergéncia dos
métodos numéricos, introduziu-se uma contribui¢ao viscosa no problema da advecc¢io de uma
onda térmica. Para manter a consisténcia na sequéncia da andlise, as condi¢des iniciais e de
contorno nao foram modificadas em relagdo ao caso nao viscoso. Entretanto, o problema foi
modelado pelas equacdes de Navier-Stokes unidimensionais.

Da mesma forma que o caso ndo viscoso, em regime permanente, a solu¢do de temperatura
converge para 7, enquanto que pressdo e velocidade permanecem constantes.

Para obtencdo da solucdo de regime permanente, para marcha no pseudo-tempo, utilizou-
se o método Euler Implicito, o qual mostrou ter estabilidade numérica condicional para este
problema. Por isso, se conseguiu trabalhar com um CFL 6timo, permitindo uma avaliagdo
adequada da eficiéncia da nova metodologia. Apesar do uso de um método implicito, cada
método foi implementado com o seu CFL 6timo, garantindo assim que as comparagdes fossem
realmente realizadas com a maxima eficiéncia desses métodos.

As discretizacOes espaciais dos fluxos ndo viscosos foram feitas com uso da MDP de 3%
ordem. Para os fluxos viscosos, foram utilizadas aproximagdes centradas de 2* ordem. Em

todas as simulacdes utilizou-se uma malha espacial com 101 pontos.

4.6.2 VALIDACAO

A Figura 4.60 mostra a evolugdo da solu¢do de temperatura da nova metodologia no pseudo-
tempo, tanto para o caso nao viscoso quanto para o caso viscoso. As varidveis pressao e veloci-
dade permanecem constantes. Pode-se observar que a temperatura convergiu para 7'/7T, ~ 0.33.

Como ja foi visto, em regime permanente, a solucdo analitica de temperatura do problema
converge para T;, enquanto que pressdo e velocidade permanecem constantes. Dessa forma,
considerando que nas simulacdes adotou-se 7y = 300K e Ty = 100K, pode-se afirmar que
os métodos numéricos e 0 modelo matemético proposto foram capazes de reproduzir de forma

aceitavel o comportamento do fendmeno fisico simulado.

4.6.3 ANALISE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Foram realizadas experimentacdes numéricas para My = 1072 e My = 10~* com a fina-
lidade de verificar possiveis diferencas de comportamento em relagdo aos resultados obtidos

no problema do bocal subsdnico. As experimentagdes com My = 10~% ou menores nio sdo
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FIG. 4.69: Adveccdo Viscosa de Onda Térmica, Evolucio da Solu¢do de Temperatura no
Pseudo-Tempo - My = 10~% - Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3* ordem -
Centrada de 2* ordem.

apresentadas, haja visto terem resultados analogos aos obtidos em M, = 1075, As Figuras 4.70
a 4.77 apresentam os resultados das simulacdes realizadas.

Na andlise de eficiéncia da nova metodologia com dissipacdao de Merkle, além da taxa de
convergéncia da solucdo, avaliou-se a razdo de autovalores, relacionada com o critério da Ri-
gidez Numérica 1?, o numero de condicionamento da matriz I', relacionado com o critério da
Sensibilidade Assintética Sa, e o numero de condicionamento da matriz autovetores, relacio-
nado com o critério da Sensibilidade Transitéria St.

A nova metodologia com dissipacdo de Merkle foi comparada com um esquema nao pré-
condicionado e com os métodos pré-condicionadores cldssicos de WEISS e SMITH (1995) e
VENKATESWARAN e MERKLE (1999).

Nas Figuras 4.70 e Figura 4.71, analisa-se o nimero de condicionamento da matriz pré-
condicionadora I'. Verificamos que os resultados obtidos pela nova metodologia foram sig-
nificativamente menores do que os obtidos pelos métodos pré-condicionadores cldssicos de
WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999), sendo 3 ordens de mag-
nitude menor para My = 1072 e 5 ordens de magnitude menor para M, = 10~%. Verifica-se
que quanto menor € a velocidade do escoamento, maior € a diferenca entre o nimero de con-
dicionamento da matriz I' obtido pela nova metodologia e pelos pré-condicionadores classicos.
Observamos ainda que o esquema nao pré-condicionado também possui um nimero de condi-
cionamento relativamente baixo em relacdo aos pré-condicionadores classicos, sendo 2 ordens

de magnitude menor para My = 1072 e 4 ordens de magnitude menor para M, = 10~%. En-
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tretanto, comparando-se com a nova metodologia, o esquema ndo pré-condicionado possui um
nimero de condicionamento 1 ordem de magnitude maior. Dessa forma, conclui-se que o pré-
condicionamento classico afeta acentuadamente o nimero de condicionamento do sistema, o

que € corrigido e otimizado pela nova metodologia de pré-condicionamento proposta.

—A—— Equacbdes N&o Precondicionadas (CFL 4.8)
[—&—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 3.4)
| —8—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 3.4)
[-——&—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL 3.4 )
10° =% Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 3.4)
[ 103I:_DID HH—a— e
N -
b L
I B
= 10"
© =
c s
o B
®) i
z 10F
k
10°
10* 1 1 1 |
0 0.25 0.5 0.75 1

X /L

FIG. 4.70: Adveccdo Viscosa de uma Onda Térmica - Nr Condic Matriz I" - My = 1072 - Nx
= 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem - Centrada de 2% ordem.

Nas Figuras 4.72 e 4.73, avalia-se a razdo dos autovalores do sistema. Verifica-se que a
nova metodologia conseguiu minimizar a razo dos autovalores, e com isso, minimizar a rigidez
numérica R ~ 1, tanto para My = 1072 quanto para M, = 10~%. Observa-se que os métodos
pré-condicionadores cldssicos de WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE
(1999) obtiveram uma razdo de autovalores em torno de 2.6, tanto para M, = 102 quanto para
My = 10~*. Constata-se que método de otimizagdo de V},, que serd usado para separar os efeitos
da rigidez numérica e do nimero de condicionamento da matriz I' na taxa de convergéncia,
obteve o resultado esperado, com razdo de autovalores em torno de 2.6. Verifica-se ainda que
o esquema ndo pré-condicionado possui uma razio dos autovalores elevada para M, = 1072, e
que a mesma cresce acentuadamente quando o nimero de Mach é reduzido para M, = 10~%.
Dessa forma, conclui-se que apesar do pré-condicionamento cldssico reduzir significativamente
arazdo dos autovalores, a nova metodologia consegue um resultado ainda melhor, minimizando

a disparidade dos autovalores do sistema.
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FIG. 4.71: Adveccdo Viscosa de uma Onda Térmica - Nr Condic Matriz I" - My = 10~* - Nx
= 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem - Centrada de 2* ordem.

Nas Figuras 4.74 e 4.75, avalia-se o nimero de condicionamento da matriz de autove-
tores. Verifica-se que tanto a nova metodologia quanto os pré-condicionadores clédssicos de
WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) possuem maiores valo-
res de ndmero de condicionamento da matriz de autovetores em comparag¢do ao esquema nao
pré-condicionado, sendo duas vezes maior para M, = 1072 e 1 ordem de magnitude maior
para My = 10~*. Verifica-se que quanto menor € a velocidade do escoamento, maior € a di-
ferenca entre o nimero de condicionamento da matriz de autovetores obtido pelo esquema nao
pré-condicionado e pelos métodos pré-condicionadores. Comprovou-se o que havia sido cons-
tatado no trabalho de DARMOFAL e SCHMID (1996), que os métodos pré-condicionadores
possuem autovetores pouco ortogonais para baixos valores de Mach, obtendo por este motivo
elevados valores de nimero de condicionamento da matriz de autovetores.

Nas Figuras 4.76 e 4.77, analisa-se o comportamento da norma infinita do erro absoluto
da solug@o || A Q|| ao longo das iteragdes no pseudo-tempo. As taxas de convergéncia dos
métodos sdo inferidas a partir destes graficos. Os resultados das simulagdes mostram que, para
Mach M, = 1072, a nova metodologia foi a mais eficiente dentre as testadas. A nova metodo-
logia convergiu com uma taxa de 0.21, enquanto os pré-condicionadores cldssicos de WEISS

e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) convergiram com uma taxa de
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FIG. 4.72: Adveccdo Viscosa de uma Onda Térmica - Razdo de Autovalores - My = 1072 - Nx
= 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem - Centrada de 2* ordem.

0.11, ou seja, um aumento da taxa de convergéncia de cerca de 90 por cento. Para My = 1074,
a nova metodologia convergiu com uma taxa de 0.19, enquanto os métodos cldssicos de WEISS
e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) convergiram com uma taxa de
0.06, ou seja, um aumento da taxa de convergéncia de cerca de 220 por cento. Verifica-se
que quanto menor € a velocidade do escoamento, maior é a diferenca de taxa de convergéncia
obtida pela nova metodologia e pelos pré-condicionadores cldssicos. Além disso, pode-se ob-
servar a degradagdo da convergéncia do esquema nao pré-condicionado devido a elevada razao
de autovalores, apesar dos baixos valores de nimero de condicionamento da matriz I'.

Quanto ao método com V), otimizada, pode-se verificar facilmente que, para M, = 1072, dos
90 porcento de aumento de taxa de convergéncia, 10 por cento foram gerados pela minimizagao
do ndmero de condicionamento da matriz I' e 80 por cento foram gerados pela minimizacao
da razdo de autovalores. J4 para M, = 10~%, dos 220 por cento de aumento de taxa de con-
vergéncia, 80 por cento foram gerados pela minimizagdo do nimero de condicionamento da
matriz I' e 140 por cento continuaram sendo gerados pela minimizag¢do da razdo de autovalores.
Conclui-se que a diferenca de taxa de convergéncia obtida pela nova metodologia e pelos pré-
condicionadores cléssicos cresce com a redu¢do do nimero de Mach. Além disso, verifica-se

que quanto menor ¢ o nimero de Mach, maior € a influéncia da minimiza¢do do nimero de
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FIG. 4.73: Advecgdo Viscosa de uma Onda Térmica - Razdo de Autovalores - My = 10~* - Nx
= 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem - Centrada de 2* ordem.

condicionamento da matriz I' na taxa de convergéncia.

Nas Figuras 4.78 e 4.79, avalia-se a influéncia do nimero de Reynolds na taxa de conver-
géncia dos métodos numéricos pré-condicionados, sendo My = 10~3. A Figura 4.78 refere-se
ao método de VENKATESWARAN e MERKLE (1999), enquanto que a Figura 4.79 esta re-
lacionada com a nova metodologia. Analisando-se os resultados obtidos, pode-se concluir que
o aumento do nimero de Reynolds provoca um aumento da taxa de convergéncia do método
pré-condicionador utilizado.

Na Figura 4.80, avalia-se o efeito da viscosidade na taxa de convergéncia dos métodos
pré-condicionados. Analisando-se os resultados obtidos, pode-se concluir que a introducdo da

viscosidade diminui a taxa de convergéncia do método pré-condicionador utilizado.
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FIG. 4.74: Adveccao Viscosa de uma Onda Térmica - Nr Condic Matriz Autovetores -
My = 1072 - Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem - Centrada de 2% ordem.
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FIG. 4.75: Adveccdo Viscosa de uma Onda Térmica - Nr Condic Matriz Autovetores -
My = 10~* - Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3% ordem - Centrada de 2% ordem.
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—A—— Equagdes Nao Precondicionadas (CFL 4.8)

——®—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 3.4)

——&—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 3.4)
——OS—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL3.4 )
—X—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 3.4)
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FIG. 4.76: Adveccgio Viscosa de uma Onda Térmica - Erro Absoluto da Solugio - M, = 1072
- Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3* ordem - Centrada de 2* ordem.
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2 |—5—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 3.4)

10 ——c—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razéo Merkle (CFL3.4 )
[—>X—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 3.4)
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FIG. 4.77: Advecgio Viscosa de uma Onda Térmica - Erro Absoluto da Solugdo - M, = 10~*
- Nx = 101 pontos - Euler Implicito - MDP de 3* ordem - Centrada de 2* ordem.
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FIG. 4.78: Adveccao Viscosa de uma Onda Térmica - Efeito da Viscosidade na Convergéncia
do Método de Merkle - My = 1073 - Nx = 101 - Euler Implicito - MDP 3% ordem - Centrada 2?
ordem.
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FIG. 4.79: Adveccao Viscosa de uma Onda Térmica - Efeito da Viscosidade na Convergéncia
da Nova Metodologia - My = 1073 - Nx = 101 - Euler Implicito - MDP 3% ordem - Centrada 2?
ordem.
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10° = Merkle & Choi - Escoamento N&o Viscoso
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FIG. 4.80: Advecg¢do Viscosa de uma Onda Térmica - Compara Efeitos da Viscosidade -
My = 1073 - Nx = 101 - Euler Implicito - MDP 3% ordem - Centrada 2° ordem.
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4.7 PROBLEMA DO PONTO DE ESTAGNACAO BIDIMENSIONAL
4.8 FORMULACAO DO PROBLEMA

O fendmeno fisico foi caracterizado como um escoamento de regime permanente, bidi-
mensional, isotérmico e ndo viscoso de um fluido newtoniano, compressivel e termicamente
perfeito. Trata-se de um problema bidimensional com um ponto de estagnagdo, no qual a velo-
cidade local fica estagnada, ou seja, vai para zero. A pressdo atinge elevados valores.

O problema é considerado bastante adequado para avaliagdo da nova metodologia, haja
visto apresentar conhecidas dificuldades de convergéncia devido ao baixo nimero de Mach no
ponto de estagnacdo. O problema do ponto de estagnagdo bidimensional permitird avaliar os
comportamentos dos diferentes métodos numéricos que serdo comparados, estando os mesmos
sujeitos a baixas velocidades de escoamento. Além disso, trata-se de um problema com solucdo
de regime permanente, que possibilita o emprego de métodos pré-condicionados.

O fendmeno somente foi simulado para a condi¢do de M, = 10~3, uma vez que o problema
do ponto de estagnacdo bidimensional ja cobre todas as faixas de velocidade abaixo do valor
adotado para M,.

Sendo u e v as velocidade nas diregdes x € y, as equacOes de Navier-Stokes bidimensionais

apresentadas em (2.1) sdo resolvidas considerando o que se segue:

e razdo entre os calores especificos a pressdo e volume constantes v = C,/C, = 1.4;

Ly
e entrada do escoamento no ponto (x,y) = ( TR L, ) ;

e temperatura na entrada 7, = 300K,;

e pressdo na entrada Py = 10°N/m?;

e nimero de Mach na entrada M, = 1073;

e velocidade do som na entrada Cy = /v RTp;

e velocidade do escoamento na entrada Uy = My Cy;

By

e massa especifica na entrada py = R—T;
0

e velocidades na parede u(,0) = 0 € v(0) = 0;
e velocidades fora da parede u(, ) = ax € v, = —ay, sendoa = Up;

e pressdo hidrodinAmica dada pela equacdo de Bernoulli p, = — 0.5 pg (u® + v?).

136



Para obten¢do da solucdo numérica de regime permanente, para marcha no pseudo-tempo,
utilizou-se o método Euler Implicito, o qual mostrou ter estabilidade numérica condicional para
este problema. Por isso, se conseguiu trabalhar com um CFL 6timo, permitindo uma avaliagdo
adequada da eficiéncia da nova metodologia. Apesar do uso de um método implicito, cada
método foi implementado com o seu CFL 6timo, garantindo assim que as comparagdes fossem
realmente realizadas com a maxima eficiéncia desses métodos.

As discretizagdes espaciais dos fluxos nao viscosos foram feitas com uso da MDP de 1?*
ordem. Em todas as simulag¢des utilizou-se uma malha espacial com 51 pontos tanto na direcao
X quanto na dire¢do y.

A nova metodologia sofre uma modificacao no caso bidimensional. A férmula de calculo

da velocidade do som pré-condicionada V), € reescrita sendo:
V, = Vu? 4 0v? (4.32)

Foram definidas as seguintes condi¢des iniciais para o dominio (x,y), adotando a notacao

(1.)):

e pressdo hidrodindmica py; ;) = —0.5 po (uéj) + U(Qij));
e velocidades wu; ;) =azx e v ; = —ay, sendoa = Up;
e temperatura 1(; ;) = Tp.

As condigdes de contorno na entrada e na saida do dominioem x, (i = 1) e (¢ = N,,), foram

definidas como se segue:

e pressdo hidrodindmica na entrada py(1,5) = — 0.5 po1,j) (v, j® + va.2)s
e pressdo hidrodindmica na saida py(nsj) = — 0.5 po(waj) (UNzj)® + V(vw)?)s
e velocidade u @ =a e % =a;
ox 1(1,5) 0x |(Nz,j5)
0 0
e velocidade v & =0 e @ = 0;
ox 1(1,5) 0z | (Nz.j)
oT oT
e temperatura —— =0 e — = 0.
oz 11,5 0z |(Nz,j)

As condigdes de contorno na entrada e na saida do dominioemy, (j = 1) e (j = N,) foram

definidas como se segue:

e pressdo hidrodindmica na entrada py(1) = — 0.5 poi,1y (uen® + v)%);
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pressdo hidrodindmica na saida ppny) = — 0.5 poginy) (UiNy? + Vi Ny 2)s

e velocidade u % =0 e @ =
Oy 11 0y l(i,Ny)
e velocidade v @ = — @ = —a;
/TAICAY Oyl (i.ny)
oT oT
e temperatura —— =0 e — = 0.
0y 1(1.4) Jy 1(i.Ny)

4.8.1 VALIDACAO

As Figuras (4.81) a (4.84) mostram as solucdes exatas do problema ponto de estagnacao

bidimensional.

Py
-0.0056067
-0.0111462
-0.0166857
-0.0222252
-0.0277647
-0.0333042
-0.0388436
-0.0443831
-0.0499226
-0.0554621
-0.0610016
-0.0665411
-0.0720806
-0.0776201
-0.0831596

||||||||||I\|\\\!IIII

E)0.5 -0.25 0 0.25 0.5
X

FIG. 4.81: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Solucao Exata de Pressdo Hidrodinamica py,

Como ja foi feito, para facilitar o entendimento, chamaremos de “nova metodologia com
h,, analitico” a metodologia proposta na se¢do anterior, com hp analitico, porém sem correcéo
no esquema da dissipacdo, pois utiliza somente uma matriz pré-condicioinadora. Por outro
lado, chamaremos de “nova metodologia com dissipacdo de Merkle” a metodologia proposta
nesta sec¢do, com hp analitico, porém com corre¢do no esquema da dissipagdo, pois utiliza duas
matrizes pré-condicioinadoras.

Nas Figuras 4.85 a 4.88 s@o apresentados os erros das solugdes de pressdo hidrodinadmica

obtidas pelos métodos numéricos avaliados. Verifica-se que o esquema nao pré-condicionado
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FIG. 4.82: Ponto de Estagna¢do Bidimensional - Solu¢do Exata de Velocidade u

obteve erros maximos da ordem de 10~°. O método pré-condicionado d¢ VENKATESWARAN
e MERKLE (1999) obteve erros maximos da ordem de 1073. A nova metodologia com hp
analitico obteve erros maximos da ordem de 10~3. Por fim, a nova metodologia com dissipagio
de Merkle obteve erros maximos da ordem de 10~3. Em fungdo dos resultados, pode-se concluir
que os métodos numéricos e 0 modelo matemdtico proposto foram capazes de reproduzir de
forma aceitdvel o comportamento do fenomeno fisico simulado.

Nas Figuras 4.89 e 4.92 sdo apresentadas as solugdes de velocidade v obtidas pelos métodos
numéricos avaliados. Verifica-se que o esquema nao pré-condicionado obteve erros maximos
da ordem de 107%. O método pré-condicionado de VENKATESWARAN e MERKLE (1999)
obteve erros maximos da ordem de 1072. A nova metodologia com hp analitico obteve erros
méximos da ordem de 1072, Por fim, a nova metodologia com dissipa¢io de Merkle obteve
erros maximos da ordem de 10~2. Em fungio dos resultados, pode-se concluir que os métodos
numéricos e o modelo matemadtico proposto foram capazes de reproduzir de forma aceitdvel o
comportamento do fendmeno fisico simulado.

Nas Figuras 4.93 e 4.96 sdo apresentadas as solucdes de velocidade u obtidas pelos métodos
numéricos avaliados. Verifica-se que o esquema nao pré-condicionado obteve erros maximos
da ordem de 107%. O método pré-condicionado de VENKATESWARAN e MERKLE (1999)

obteve erros maximos da ordem de 1073. A nova metodologia com hp analitico obteve erros
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FIG. 4.83: Ponto de Estagnagdo Bidimensional - Solu¢do Exata de Velocidade v

méximos da ordem de 1072, Por fim, a nova metodologia com dissipa¢do de Merkle obteve
erros maximos da ordem de 10~3. Em funcdo dos resultados, pode-se concluir que os métodos
numéricos e o modelo matemdtico proposto foram capazes de reproduzir de forma aceitdvel o
comportamento do fendmeno fisico simulado.

Nas Figuras 4.97 e ?? sdo apresentadas as solu¢des de temperatura pelos métodos numéricos
avaliados. Verifica-se que o esquema nao pré-condicionado obteve erros maximos da ordem de
10~*. O método pré-condicionado de VENKATESWARAN e MERKLE (1999) obteve erros
maximos da ordem de 107°. A nova metodologia com hp analitico obteve erros maximos da
ordem de 10!. Por fim, a nova metodologia com dissipa¢do de Merkle obteve erros maximos
da ordem de 107°. A partir dos erros méaximos das solu¢des de temperatura, pode-se concluir
que a nova metodologia com hp analitico obteve resultados fisicamente incorretos. Por outro
lado, a nova metodologia com com dissipacdo de Merkle, juntamente com o pré-condicionador

classico e com o esquema nao pré-condicionado, obtiveram solu¢des acuradas de temperatura.

140



300
300
300
300
300
300
300
300
300
300
300
300
300
300
300

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5
X

FIG. 4.84: Ponto de Estagnaciao Bidimensional - Solu¢cdo Exata de Temperatura

PH
2.24334E-05
2.09428E-05
1.94522E-05
1.79616E-05
1.6471E-05
1.49804E-05
1.34898E-05
1.19992E-05
1.05086E-05
9.01803E-06
7.52743E-06
6.03683E-06
4.54623E-06
3.05563E-06
1.56503E-06

FIG. 4.85: Ponto de Estagnagdo Bidimensional - Solugdo de Pressdo - Esquema Nao
Pré-condicionado - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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PH
0.00106116
0.000990441
0.000919721
0.000849
0.00077828
0.000707559
0.000636839
0.000566118
0.000495398
0.000424678
0.000353957
0.000283237
0.000212516
0.000141796
7.10754E-05

FIG. 4.86: Ponto de Estagnacao Bidimensional - Solu¢ao de Pressao - Método de Merkle - Nx
=51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1? ordem.

PH
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0.00174845
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0.000874771
0.000583544
0.000292317
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FIG. 4.87: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Solucdo de Pressdo - Nova Metodologia Sem
Correcao da Dissipagdo - Nx = 51 - Ny =51 - Euler Implicito - MDP de 1?* ordem.
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FIG. 4.88: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Solucdo de Pressdao - Nova Metodologia Com
Corre¢do da Dissipagdo - Nx =51 - Ny =51 - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 4.89: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Soluc@o de Velocidade v - Esquema Nao
Pré-condicionado - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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0.00254703
0.00230282
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FIG. 4.90: Ponto de Estagnacido Bidimensional - Solucdo de Velocidade v - Método de Merkle
- Nx =51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.

\
0.0134766
0.0125782
0.0116797
0.0107813
0.00988286
0.00898442
0.00808597
0.00718753
0.00628909
0.00539065
0.00449221
0.00359377
0.00269532
0.00179688
0.000898442
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FIG. 4.91: Ponto de Estagnacido Bidimensional - Solucdo de Velocidade v - Nova Metodologia
Sem Corre¢ao Dissipacdo - Nx =51 - Ny = 51 - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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0.00618144
0.00576934
0.00535724
0.00494515
0.00453305
0.00412096
0.00370886
0.00329677
0.00288467
0.00247257
0.00206048
0.00164838
0.00123629
0.000824191
0.000412096

FIG. 4.92: Ponto de Estagna¢do Bidimensional - Soluc¢do de Velocidade v - Nova Metodologia
Com Corre¢do Dissipacdo - Nx =51 - Ny =51 - Euler Implicito - MDP de 1?* ordem.

U
1.18893E-06
1.10967E-06
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6.34096E-07
5.54834E-07
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3.17048E-07
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1.58524E-07
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FIG. 4.93: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Solucao de Velocidade u - Esquema Nao
Pré-condicionado - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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0.00456913
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0.00386619
0.00351472
0.00316325
0.00281177
0.0024603
0.00210883
0.00175736
0.00140589
0.00105442
0.000702944
0.000351472

FIG. 4.94: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Solucdo de Velocidade u - Método de Merkle
- Nx =51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1?* ordem.
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FIG. 4.95: Ponto de Estagnacido Bidimensional - Solucdo de Velocidade u - Nova Metodologia
Sem Corre¢ao Dissipacdo - Nx =51 - Ny = 51 - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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0.00832688
0.00777175
0.00721663
0.0066615
0.00610638
0.00555125
0.00499613
0.004441
0.00388588
0.00333075
0.00277563
0.0022205
0.00166538
0.00111025
0.000555125

FIG. 4.96: Ponto de Estagnacido Bidimensional - Solucdo de Velocidade u - Nova Metodologia
Com Corre¢do Dissipacdo - Nx =51 - Ny =51 - Euler Implicito - MDP de 1?* ordem.
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0.000572205
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0.000495911
0.000457764
0.000419617
0.00038147

0.000343323
0.000305176
0.000267029
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0.000190735
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0.000114441
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FIG. 4.97: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Solucdo de Temperatura - Esquema Nao
Pré-condicionado - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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T
5.72205E-05
5.34058E-05
4.95911E-05
4.57764E-05
4.19617E-05
3.8147E-05

3.43323E-05
3.05176E-05
2.67029E-05
2.28882E-05
1.90735E-05
1.52588E-05
1.14441E-05
7.62939E-06
3.8147E-06

FIG. 4.98: Ponto de Estagnagdo Bidimensional - Solu¢do de Temperatura - Método de Merkle
- Nx =51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.

T
47.8674
44.6762
41.4851
38.2939
35.1027
31.9116
28.7204
25.5293
22.3381
19.1469
15.9558
12.7646
9.57347
6.38232
3.19116

FIG. 4.99: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Solucdo Temperatura - Nova Metodologia
Sem Corre¢ao Dissipacdo - Nx =51 - Ny = 51 - Euler Implicito - MDP 1? ordem.
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FIG. 4.100: Ponto de Estagna¢do Bidimensional - Solu¢ao Temperatura - Nova Metodologia
Com Correg¢ao Dissipacdo - Nx =51 - Ny = 51 - Euler Implicito - MDP 1? ordem.
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FIG. 4.101: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Nr Cond Matriz I' em X - Esquema Nao
Pré-condicionado - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.

4.8.2 ANALISE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

A nova metodologia com dissipacdo de Merkle foi comparada com a nova metodologia com
hp analitico, além de um esquema nao pré-condicionado e com os métodos pré-condicionadores
classicos de VENKATESWARAN e MERKLE (1999).

Nas Figuras 4.101 e 4.104 sdo apresentados os resultados de ndmero de condicionamento da
matriz [' na dire¢do x. Verifica-se que o esquema nao pré-condicionado obteve valores significa-
tivamente baixos, da ordem de 103, chegando a ordem de 10* préximo ao ponto de estagnagio.
O método pré-condicionado de VENKATESWARAN e MERKLE (1999) obteve elevados va-
lores, da ordem de 10°. A nova metodologia com hp analitico obteve valores significativamente
baixos, da ordem de 103. Por fim, a nova metodologia com dissipagdo de Merkle também
obteve valores significativamente baixos, da ordem de 103. Dessa forma, conclui-se que o pré-
condicionamento cldssico afeta acentuadamente o nimero de condicionamento do sistema, o
que € corrigido e otimizado pela nova metodologia de pré-condicionamento proposta.

Todos os métodos apresentaram comportamento andlogo no calculo do nimero de condici-
onamento da matriz I' na direc@o y. Para evitar repeticOes desnecessdrias, esses resultados nao
serdo apresentados.

Nas Figuras 4.105 e 4.108 avalia-se a razao de autovalores na dire¢do x. Verifica-se que a
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FIG. 4.102: Ponto de Estagnacido Bidimensional - Nr Cond Matriz I' em X - Método de
Merkle - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 4.103: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Nr Cond Matriz I' em X - Nova Metodologia
Sem Corre¢ao Dissipacdo - Nx =51 - Ny = 51 - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 4.104: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Nr Cond Matriz I' em X - Nova Metodologia
Com Corre¢ado Dissipacdo - Nx =51 - Ny =51 - Euler Implicito - MDP de 1? ordem.

nova metodologia com hp analitico ndo conseguiu minimizar a razao dos autovalores (=~ 1),
obtendo valores por volta de 2 préximo a parede (y = 0), e por volta de 20 na entrada do
escoamento (y = L,). Esses resultados ndo desejados foram provocados pela selegdo V), =
Vu? 4+ v2. Na diregdo x, o menor autovalor é \; = u, enquanto que o maior autovalor é
A3 ~ V,. Préximo a parede temos que a velocidade na direcdo y € v = (0. Entdo \3 ~
V, = u, fazendo com que a razdo de autovalores fique pequena. Na entrada do escoamento
a velocidade na direcdo x € v = 0. A razdo fica com valores elevados porque teremos \; =
u~ 0els =V, =v > 0. No parte central do dominio, as duas velocidades u e v sdo
diferente de zero, fazendo com que V), seja uma combinacdo dessas velocidades. Por isso,
a razdo de autovalores assume valores intermedidrios. Também € interessante verificar que,
préximo ao ponto de estagnagio, onde tanto u quanto v tendem para zero, a razao de autovalores
tem o seu menor valor. O comportamento da nova metodologia com dissipacdo de Merkle
¢ andlogo. Observa-se que o método pré-condicionador cldssico de VENKATESWARAN e
MERKLE (1999) também ndo conseguiu atingir o resultado esperado, que seria em torno de
2.6. Esses resultados indesejados obtidos pelo método de VENKATESWARAN e MERKLE
(1999) foram provocados pela selecdo V), = Vu? 4+ v2. Comparando os resultados obtidos

pela nova metodologia e pelo pré-condicionador clédssico verifica-se que a nova metodologia,
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FIG. 4.105: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Razao de Autovalores em X - Esquema Nao
Pré-condicionado - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.

mesmo sofrendo os efeitos da sele¢do V,, = / u? + v2, ainda conseguiu obter uma razdo de
autovalores 50 por cento menor do que a razdo obtida pelo pré-condicionador classico. Essa
diferencga de razao de autovalores é fruto da formulagdo analitica de hp combinada com § =
0. Verifica-se ainda que o esquema ndo pré-condicionado possui uma razdo dos autovalores
elevada, principalmente na regido central do dominio em x.

Nas Figuras 4.110 e ?? sdo apresentados os resultados de razdo de autovalores na direcao
y. Verifica-se que a nova metodologia com hp analitico ndo conseguiu minimizar a razao dos
autovalores (=~ 1), obtendo valores por volta de 2 na entrada do escoamento (y = L), e por
volta de 20 préximo a parede (y = 0). Esses resultados ndo desejados foram provocados
pela selecdo V,, = +vu? +v2. Na dire¢do y, o menor autovalor ¢ \; = v, enquanto que o
maior autovalor € A\3 ~ V},. Na entrada do escoamento temos que a velocidade na diregdo x é
u = 0. Entdo \3 ~ V|, = v, fazendo com que a razdo de autovalores fique pequena. Proximo
a parede a velocidade na dire¢do y é v = 0. A razdo fica com valores elevados porque teremos
M =v~0ed =V, =u >0 Noparte central do dominio, as duas velocidades u
e v sdo diferente de zero, fazendo com que V, seja uma combinagdo dessas velocidades. Por
1ss0, a razao de autovalores assume valores intermedidrios. Também € interessante verificar que,

préximo ao ponto de estagnacao, onde tanto # quanto v tendem para zero, a razao de autovalores
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FIG. 4.106: Ponto de Estagnacao Bidimensional - Razdo de Autovalores em X - Método de
Merkle - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 4.107: Ponto de Estagna¢do Bidimensional - Razdo Autovalores em X - Nova
Metodologia Sem Correcado Dissipagao - Nx = 51 - Ny = 51 - Euler Implicito - MDP 1? ordem.
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FIG. 4.108: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Razao Autovalores em X - Nova
Metodologia Com Correcdo Dissipacdo - Nx = 51 - Ny = 51 - Euler Implicito - MDP 1% ordem.

tem o seu menor valor. O comportamento da nova metodologia com dissipacdo de Merkle
¢ andlogo. Observa-se que o método pré-condicionador cldssico d¢ VENKATESWARAN e
MERKLE (1999) também ndo conseguiu atingir o resultado esperado, que seria em torno de
2.6. Esses resultados indesejados obtidos pelo método de VENKATESWARAN e MERKLE
(1999) foram provocados pela sele¢do V,, = vu? 4 v2. Comparando os resultados obtidos pela
nova metodologia e pelo pré-condicionador cléssico verifica-se que a nova metodologia, mesmo
sofrendo os efeitos da sele¢do V,, = VuZ + 02, ainda conseguiu obter uma razao de autovalores
50 por cento menor do que a razdo obtida pelo pré-condicionador clédssico. Essa diferenca de
razdo de autovalores € fruto da formulagdo analitica de hp combinada com § = 0. Verifica-se
ainda que o esquema ndo pré-condicionado possui uma razao dos autovalores elevada, por volta
de 10%,

Na Figura 4.113 analisa-se o comportamento da norma infinita do erro absoluto da solucao
|| A Q|| a0 longo das iteragdes no pseudo-tempo. A taxa de convergéncia dos métodos é infe-
rida a partir deste grafico. Os resultados das simula¢des mostram que, a nova metodologia com
dissipacdo de Merkle foi a mais eficiente dentre as testadas. A nova metodologia convergiu com
uma taxa de 0.20, enquanto os pré-condicionadores classicos de VENKATESWARAN e MER-

KLE (1999) convergiram com uma taxa de 0.11, ou seja, um aumento da taxa de convergéncia
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FIG. 4.109: Ponto de Estagna¢ao Bidimensional - Razao de Autovalores em Y - Esquema Nao
Pré-condicionado - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.

FIG. 4.110: Ponto de Estagnacido Bidimensional - Razao de Autovalores em Y - Método de
Merkle - Nx = 51 pontos - Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 4.111: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Razdo Autovalores em Y - Nova
Metodologia Sem Corre¢do Dissipagdo - Nx = 51 - Ny = 51 - Euler Implicito - MDP 1% ordem.
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FIG. 4.112: Ponto de Estagnacdo Bidimensional - Razdo Autovalores em Y - Nova
Metodologia Com Correcao Dissipacdo - Nx =51 - Ny = 51 - Euler Implicito - MDP 1? ordem.
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de cerca de 80 por cento. O método com hp analitico sem a dissipagdo de Merkle também
obteve uma taxa de convergéncia de 0.20. Entretanto, a nova metodologia com hp analitico
chegou a solucdes de temperatura fisicamente incorretas. Verificou-se claramente a dificuldade

de convergéncia do esquema nao pré-condicionado.

10° —A— Equacdes Nao Precondicionadas (CFL 1.5)

——B—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 1.3)
——aA—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 1.1)

10? =—X—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 1.3)

1AQ |l
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[ |
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Numero de Iteracdes no Pseudo-Tempo

FIG. 4.113: Ponto de Estagnacao Bidimensional - Erro Absoluto da Solu¢do - Nx = 51 pontos
- Ny = 51 pontos - Euler Implicito - MDP de 1* ordem.

E evidente o elevado ganho em taxa de convergéncia obtido pela nova metodologia no pro-
blema bidimensional, cerca de 80 por cento em relagc@o aos pré-condicionadores cldssicos. Po-
rém, verifica-se que a nova metodologia obteve melhores resultados nos problemas unidimensi-
onais, atingindo um aumento de taxa de convergéncia de cerca de 230 por cento em relagdo aos
pré-condicionadores cldssicos. Isto estd relacionado com o fato da mesma ndo ter conseguido
minimizar a razdo dos autovalores. Um possivel caminho para se conseguir minimizar a razao
de autovalores em simula¢des bidimensionais é modificar a selecdo da velocidade do som pré-
condicionada V,, = v/u? 4+ v2. Poderfamos ter uma separagdo do tipo V,x = |u| e V,y = |v].
Assim, teriamos os menores autovalores dados por A\;x = u e A1y = v, € 0s maiores autovalores

dados por A3z ~ V,x = |u] e A3y = V,y = |v

, 0 que minimizaria as razoes de autovalores
nas direcdes x e y. Mas isso sO € possivel se conseguirmos resolver o problema bidimensional

como se fosse unidimensional, podendo desacoplar os autovalores da dire¢do x dos autovalores
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da direcdo y. O método de solucdo de sistemas pentadiagonais por relaxagdo das diagonais
que foi usado neste trabalho de Tese ndo se mostrou eficiente para isso. Contudo, podem ser

empregados métodos conhecidos como passo fracionado "Fractional Step"(YANENKO, 1971).
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

5.1 CONCLUSOES E CONTRIBUICOES

Este trabalho apresenta o estudo, a implementagdo e a andlise de métodos numéricos classi-
camente utilizados para simulag¢do de escoamentos compressiveis com baixo nimero de Mach.
O foco principal deste trabalho foi o aumento da eficiéncia computacional desses métodos,
refletido no aumento da taxa de convergéncia.

Como contribuicdo, foi definida uma nova metodologia para desenvolvimento de pré-
condicionadores, baseada em uma sele¢do 6tima de pardmetros da matriz pré-condicionadora.
Esses parametros foram escolhidos a partir de critérios de desempenho estabelecidos para mini-
mizar a razao de autovalores e a amplificacdo de erros, condi¢des fundamentais para o aumento
da taxa de convergéncia do método numérico proposto.

Também entende-se como contribuicao, a andlise realizada neste trabalho que culminou com
a defini¢do dos critérios de desempenho. Esta andlise podera ser utilizada pela comunidade ci-
entifica para desenvolvimento de outras metodologias de pré-condicionamento. A formulacao
tedrica estd completa e tem condi¢des adequadas para guiar futuros estudos a respeito do as-
sunto.

A nova metodologia de pré-condicionamento foi testada em diferentes problemas, unidi-
mensionais e bidimensionais, ndo viscosos € viscosos. Foram empregados métodos de marcha
no tempo explicitos e implicitos. Foram utilizados esquemas de discretizacdo espacial de 1% e
3% ordem. A nova metodologia foi capaz de simular o problema do ponto de estagnacdo bidi-
mensional que apresenta conhecidas dificuldades de convergéncia. Face aos resultados obtidos,
conclui-se que a nova metodologia de simulagdo computacional parece muito promissora. Em
todas essas situagdes a nova metodologia se mostrou eficiente e robusta, conseguindo um rele-
vante aumento de taxa de convergéncia em relacdo aos pré-condicionadores cldssicos, obtendo
solugdes fisicamente corretas. Entretanto, apesar dos inimeros testes realizados, ainda sdo ne-
cessdrios outros para consolidacdo do valor agregado pela metodologia.

Como foi visto, os resultados das simulagdes realizadas por LEE (2007) mostraram uma sig-
nificativa redu¢do na amplificagdo de erros, com significativo aumento da taxa de convergéncia
dos métodos pré-condicionados. Entretanto, o estudo chegou a solugdes fisicamente incorre-
tas. LEE (2007) nao mostrou os motivos que o levaram a obter solucdes fisicamente incorretas,

tampouco como resolver esse problema de acurdcia das solu¢des. Essas questdes foram respon-
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didas neste trabalho de Tese. A obtencdo de solugdes acuradas pela corre¢dao da dissipagcdo da
nova metodologia, com implementacdo de uma segunda matriz pré-condicionadora, mantendo
o aumento de taxa de convergéncia conseguido, representa um passo adiante ao trabalho de LEE
(2007), o que também € uma importante contribuicdo desta Tese.

Como casos testes, foram selecionados os problemas da onda entrépica periddica, do bocal
convergente-divergente puramente subsonico, das advec¢des ndo viscosa e viscosa de uma onda
térmica, além do ponto de estagnagdo bidimensional.

Para verificacao de ordem de precisido do cédigo computacional, utilizou-se o problema da
onda entrépica periddica. Os resultados da andlise de ordem mostraram que as discretizagdes
temporais e espaciais geraram resultados numéricos com a mesma ordem tedrica para as quais
foram projetadas.

Para andlise de eficiéncia computacional, a nova metodologia foi comparada com métodos
pré-condicionadores classicos. Além da taxa de convergéncia, avaliou-se a razao de autovalores,
o nimero de condicionamento da matriz pré-condicionadora I' e o nimero de condicionamento
da matriz de autovetores.

Para marcha no pseudo tempo, foram usados esquemas com estabilidade numérica condici-
onal, nos quais se consegue trabalhar com um CFL 6timo, permitindo uma avaliagdo adequada
da eficiéncia das metodologias comparadas. Todos os métodos avaliados foram implementados
com o seu CFL 6timo, garantindo assim que as comparacdes fossem realmente realizadas com
a maxima eficiéncia de cada método.

A primeira etapa de desenvolvimento da nova metodologia consistiu da otimizagdo da ve-
locidade do som pré-condicionada V/,, buscando a redu¢do do nimero de condicionamento da
matriz pré-condicionadorada I' e, em conseqiiéncia, a minimizacdo da sensibilidade assintdtica
S,. Como caso teste, foi utilizado o problema do bocal convergente-divergente subsonico. A
partir dos resultados das simulag¢des, pdde-se concluir que a otimizagdo de V), conseguiu atingir
o objetivo desejado, uma vez que o nimero de condicionamento da matriz I' foi reduzido em
relacdo aos valores obtidos pelos métodos de WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN
e MERKLE (1999). Em contrapartida, a razao entre os autovalores obtida pela nova metodo-
logia foi relativamente maior do que a razdo de autovalores dos métodos pré-condicionadores
cldssicos. Para M = 107!, a nova metodologia com otimizagdo de V}, obteve uma taxa de
convergéncia maior do que os demais métodos. O ganho em eficiéncia obtido pela nova me-
todologia com a reducdo do nimero de condicionamento da matriz I' foi superior a perda de
efici€éncia causada pelo aumento na razdo de autovalores. Entretanto, a partir de M = 1072, os
métodos de WEISS e SMITH (1995) e VENKATESWARAN e MERKLE (1999) passaram a ser

mais eficientes. Concluiu-se que, com M = 1072, o ganho em eficiéncia consguido pela nova
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metodologia com a reducdo do nimero de condicionamento da matriz I' foi inferior a perda
causada pelo aumento na razdo de autovalores. Esses resultados indicaram que o controle do
numero de condicionamento da matriz pré-condicionadora I' ndo € suficiente para garantir um
aumento de eficiéncia computacional, havendo necessidade, ao mesmo tempo, de tratamento da
razao de autovalores. Quanto ao esquema ndo pré-condicionado, verificou-se uma degradagdo
de convergéncia para M = 107!, devido a elevada razdo de autovalores, apesar dos baixos va-
lores de nimero de condicionamento da matriz I'. A dificuldade de convergéncia do esquema
ndo pré-condicionado ainda foi amplificada para M = 1072

Na segunda etapa do desenvolvimento da nova metodologia, foram selecionadas expressoes
para os parametros h,, V,, e ¢ para atender aos critérios de desempenho estabelecidos. Como
caso teste, também foi utilizado o problema do bocal convergente-divergente subsonico. A par-
tir dos resultados das simulagdes, pdde-se verificar que os resultados de nimero de condiciona-
mento da matriz pré-condicionadora I' obtidos pela nova metodologia com hp analitico foram
significativamente menores do que os obtidos pelos métodos pré-condicionadores cldssicos.
Observamos ainda que o esquema nao pré-condicionado também possui um nimero de condi-
cionamento relativamente baixo em relacdo aos pré-condicionadores cldssicos. Dessa forma,
conclui-se que o pré-condicionamento cldssico afeta acentuadamente o nimero de condiciona-
mento do sistema, o que € corrigido e otimizado pela nova metodologia de pré-condicionamento
proposta.

Verifica-se que a nova metodologia com hp analitico conseguiu minimizar a razdo dos au-
tovalores, e com isso, minimizar a rigidez numérica R ~ 1. Observa-se que os métodos pré-
condicionadores classicos obtiveram uma razdo de autovalores em torno de 2.6. Constata-se
ainda que o esquema ndo pré-condicionado possui uma razao dos autovalores elevada, e que a
mesma cresce acentuadamente quando o nimero de Mach é reduzido. Dessa forma, conclui-se
que apesar do pré-condicionamento cldssico reduzir significativamente a razdo dos autovalo-
res, a nova metodologia consegue um resultado ainda melhor, minimizando a disparidade dos
autovalores do sistema.

A nova metodologia h, analitico foi sempre a mais eficiente dentre as demais testadas,
obtendo excelentes resultados que atingem um aumento de até 270 por cento em relacio a
taxa de convergéncia dos métodos pré-condicionadores cldssicos. A formulacdo analitica de
h,, conseguiu atingir o objetivo desejado, uma vez que o nimero de condicionamento da ma-
triz pré-condicionadora I' foi reduzido em relagdo aos valores obtidos pelos métodos pré-
condicionadores cldssicos. O emprego de h,, otimizado via método de Powell gerou uma taxa
de convergéncia semelhante 2 taxa obtida pelo método com h,, analitico. Para M = 1072, a

taxa de convergéncia obtida pelo método com £, otimizado foi um pouco maior do que com
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h,, analitico. Entretanto, essa redugdo em nimero de iteragdes € pouco significante comparada
ao aumento de tempo computacional provocado pelo algoritmo de otimizacao de Powell. A
formulacao analitica de hp evita o custo computacional gerado pelo processo de otimizacao de
Powell. O tempo computacional por iteracdo gasto pelo método com hp otimizado é da or-
dem de 1072 segundos, enquanto que o custo do método com hp analitico é da ordem de 1073
segundos.

Através do método com V), otimizada observou-se que a diferenga de taxa de convergéncia
obtida pela nova metodologia e pelos pré-condicionadores cldssicos cresce com a redugdo do
nimero de Mach. Além disso, verifica-se que quanto menor € o nimero de Mach, maior € a
influéncia da minimizacao do nimero de condicionamento da matriz I' na taxa de convergéncia.

Ainda na segunda etapa de desenvolvimento da nova metodologia, foram realizadas compa-
racOes entre as solucdes analiticas de regime permanente do problema. A validagdo do cédigo
computacional e do modelo matematico proposto analisou se estes eram capazes de reproduzir
de forma aceitdvel o comportamento do fendmeno fisico simulado. Através das comparagdes
das solugdes de pressdo e temperatura, concluiu-se que o cddigo computacional e o modelo ma-
tematico proposto foram capazes de reproduzir de forma aceitdvel o comportamento do feno-
meno fisico simulado. Entretanto, a nova metodologia com hp analitico apresentou erros na
solucdo de temperatura. Por isso, para corrigir os erros encontrados na solucao de temperatura,
verificou-se a necessidade de modificagdo da nova metodologia.

A terceira fase de desenvolvimento da nova metodologia buscava corrigir os erros encon-
trados na solucdo da temperatura. A pesquisa se balizou na premissa de que, como todas as
formulacdes foram escritas em forma incremental ou residual, a contribuicdo implicita influ-
enciaria somente na taxa de convergéncia do método numérico (TANNEHILL et al., 1997).
Assim, certamente a fonte geradora do erro na solucdo de temperatura estaria no lado explicito
do sistema de equagdes. Verificou-se que o erro na solugdo de temperatura estava vinculado a
baixa dissipac@o na varidavel pressdo hidrodinamica. Constatou-se que a contribui¢do da pres-
sdo hidrodinamica na dissipag@o € eliminada quando utilizamos a formulagao analitica de h,, €
empregada. Ap6s descobrir a fonte do problema, ajustou-se o MDP usando o esquema de pré-
condicionamento cléssico no cdlculo da dissipacdo. Foram implementadas duas matrizes pré-
condicionadoras, uma para o lado explicito, com pré-condicionador cldssico, e outra para o lado
implicito, com a nova metodologia de pré-condicionamento. Foi observado que a implementa-
cdo de duas matrizes pré-condicionadoras nao gera qualquer aumento de custo computacional,
tratando-se apenas de uma questao de adaptacdo do cddigo computacional para correcio da dis-
sipagdo. Além disso, o foco do trabalho € a eficiéncia computacional de métodos numéricos,

que € relacionada com o lado implicito do sistema de equagdes.
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Em funcdo dos resultados obtidos pela nova metodologia com corre¢do da dissipacao,
conseguindo aumentar a taxa de convergéncia e chegando a solucgdes fisicamente corretas,
comprovou-se numericamente que a contribui¢do implicita influi somente na taxa de conver-
géncia do método numérico, enquanto que o lado explicito esté relacionado com a acuricia da
solucdo.

Dando continuidade a pesquisa, foram realizadas simulacdes em outros casos testes com a
finalidade de verificar possiveis diferencas de comportamento em relacdo aos resultados obtidos
no problema do difusor.

O problema da advecc¢do ndo viscosa permitiu concluir que a nova metodologia também ¢é
eficiente mesmo estando sujeita ao uso de discretizagdes espaciais de 3* ordem e de um método
de marcha implicito.

Com a finalidade de avaliar a influéncia da viscosidade sobre a taxa de convergéncia dos
métodos numéricos, introduziu-se uma contribui¢do viscosa no problema da advecc¢io de uma
onda térmica. A partir dos resultados das simulagdes, concluiu-se que, da mesma forma que no
caso nao viscoso, o emprego de um método de marcha implicito e o aumento de ordem espacial
nao afetaram o desempenho da nova metodologia, que se manteve como a mais eficiente dentre
os demais métodos avaliados. Além disso, a nova metodologia se mostrou eficiente mesmo com
a introducao da viscosidade. A validacdo mostrou que foram obtidas solu¢des acuradas, tanto
para o caso nao viscoso quanto para 0 caso Viscoso.

O problema do escoamento bidimensional contra uma parede também foi usado como caso
teste por ser considerado bastante adequado para avaliacdo da nova metodologia, haja visto
apresentar conhecidas dificuldades de convergéncia devido ao baixo nimero de Mach nas re-
gides de estagnacdo. A partir dos resultados das simulacdes, verificou-se que a nova metodo-
logia se manteve como a mais eficiente dentre as demais métodos avaliados. Entretanto que a
nova metodologia ndo conseguiu repetir o desempenho conseguido nos problemas unidimen-
sionais. O motivo estav relacionado com o fato da mesma ndo ter conseguido minimizar a
razao dos autovalores. Apontou-se um possivel caminho para se conseguir minimizar a razao

de autovalores, modificando a sele¢do da velocidade do som pré-condicionada V,, = vu? + v2.

5.2 COMENTARIOS FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Acredita-se que este trabalho representa um grande passo na capacidade de simular, com
eficiéncia, escoamentos compressiveis com baixo nimero de Mach. Para tanto, deve-se haver

continuidade da pesquisa. Neste contexto, entende-se como trabalhos futuros o que se segue:
e um possivel caminho para se conseguir minimizar a razio de autovalores em simu-
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lagdes bidimensionais é modificar a selecdo da velocidade do som pré-condicionada
V,, = Vu? + v2. Pode-se ter uma separagio do tipo V,z = |u| e V,y = |v|. Entretanto,
1ss0 s6 € possivel se conseguirmos resolver o problema bidimensional como se fosse uni-
dimensional, podendo desacoplar os autovalores da dire¢ao x dos autovalores da dire¢io
y. O método de solugdo de sistemas pentadiagonais por relaxacdo das diagonais que foi
usado neste trabalho de Tese ndo se mostrou eficiente para isso. Contudo, podem ser
empregados métodos conhecidos como passo fracionado "Fractional Step"(YANENKO,

1971);

implementagdo da técnica DTS com a nova matriz pré-condicionadora, uma vez que a
simulagdo transiente realizada no presente trabalho para solu¢do do problema da onda

entropica periddica utilizou um esquema de pré-condicionamento cléssico.
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7 APENDICE A

7.1 PROBLEMAS DE OTIMIZACAO SEM RESTRICAO

Os problemas de otimizagdo a serem resolvidos neste trabalho enquadram-se na seguinte

classe:
min F'(Z)
zeR (7.1)
ndo estando sujeito a restri¢coes

onde F ¢ a funcdo objetivo ou funcdo custo e T € o vetor de varidveis do projeto de otimizacao.

A partir de um valor inicial z, fornecido pelo usudrio, o método de otimizagdao determina

uma direcdo S a seguir que reduza a o valor da funcio objetivo. Uma vez definida essa direcio,

o método decide o quanto deve andar nessa direcao. Essa incumbéncia cabe a rotina de busca

unidimensional. Os valores de Z, e S sdo utilizados pela rotina de busca unidimensional para

encontrar um valor 6timo de o* tal que:
F(zo + a*S) < F(Z) (7.2)

A familia de métodos de otimizacdo a serem empregados em problemas sem restri¢ido é
dividida em trés classes de acordo com as informag¢des da func@o objetivo que sao utilizadas:
métodos de ordem zero, de primeira ordem e de segunda ordem. Nos métodos de ordem zero
somente o valor da funcdo objetivo € utilizado. Sao usados quando a func¢d@o nao € diferencidvel
ou quando a func¢do € altamente nao-linear, sendo dificil obter as derivadas de forma precisa.
Entre um dos mais importantes métodos temos o método das dire¢des conjugadas de Powell
FOX (1971). Nos métodos de primeira ordem sdo usados os valores da funcdo objetivo e de
suas derivadas (gradientes) em relacdo as varidveis de projeto. Entre os métodos mais classi-
cos existentes temos o método "Steepest Descent"e o método dos gradientes conjugados. Ja
nos métodos de segunda ordem sdo utilizados o valores da funcdo objetivo, de suas derivadas
e também da matriz Hessiana. Entre os métodos existentes, destacam-se os métodos de New-
ton e Quasi-Newton BAZARAA (1993). A rapidez na convergéncia do resultado aumenta do
primeiro para o dltimo método.

Neste estudo, em funcdo de dificuldades de diferenciacdo das funcdes custos, tais como
o uso de uma norma infinita L., para cdlculo do nimero de condicionamento, foi usado o
método de otimizagdo de Powell, em conjunto com uma rotina de busca unidimensional via

aproximacdo quadratica.
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7.2 METODO DE POWELL

Neste método parte-se de uma base vetorial S para o espago de otimizacdo a ser pesquisado.
Normalmente a base adotada € a candnica. Apds a escolha da base, minimiza-se unidimen-
sionalmente cada uma destas direcdes, de acordo com a equagdo (7.2), sempre partindo do
projeto = obtido na busca anterior. Ao completar esse primeiro ciclo, determina-se uma dire-
cdo conjugada, formada pelo ponto final deste processo = e pelo ponto inicial Zy. Esta direcao
conjugada ird substituir uma das dire¢cdes do conjunto anterior, em geral a mais antiga. O pro-
cesso serd repetido minimizando-se unidimensionalmente cada uma das direcdes desse novo
conjunto, completando-se assim o segundo ciclo, onde serd calculada uma nova dire¢do conju-
gada, formada pelos pontos inicial e final do referido ciclo. Novamente, a dire¢cdo conjugada
ird substituir uma das existentes no conjunto inicial e este processo serd repetido até que seja
a-tendido o critério de parada proposto. A Figura 1 ilustra o processo de minimizacdo através
do método de Powell para um caso bidimensional, onde as direcdes / e 2 formam a base inicial,

e a representa a direcao conjugada gerada, calculada no final do primeiro ciclo.

o
Bl

1

FIG. 7.1: Processo de Busca do Método de Powell

A Figura 2 apresenta o algoritmo do Método de Powell. A matriz A contém em suas co-
lunas as direcOes iniciais de busca, J € o contador das diregdes minimizadas dentro de cada
ciclo, L é o contador do nimero de ciclos executados, S € a direcdo a ser pesquisada na busca

unidimensional, Z( € o projeto inicial e a* € o passo 6timo calculado na busca unidimensional.
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FIG. 7.2: Algoritmo do Método de Powell

7.3 BUSCA UNIDIMENSIONAL POR APROXIMACAO QUADRATICA

O problema de minimizar F esta reduzido a uma seqiiéncia de buscas unidimensionais. Em
principio, o cdlculo de a* s6 é possivel por meio de algum processo numérico. O método de
busca unidimensional via aproximagdo quadratica consiste em ajustar a fun¢do H(«), obser-

vando somente trés pontos (o, as € ag). Seja:
H(a) = a+ ba + ca? (7.3)

a fungdo quadratica H (a) possuird um minimo se ¢ > 0. Neste caso, o minimo da fungdo estard

localizado em

dH

— =b+4+2ca=0

do b (7.4)
T T e
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Os valores dos pardmetros a, b e ¢ podem ser calculados atribuindo-se valores a F'(«) em

trés pontos distintos aq, as € az e resolvendo as seguintes equagdes:

fi = a+ ba; + cay?
fo = a+ bay + cap? (7.5)
fs = a + bag + cos?

Para simplificar os cdlculos, escolhe-se a; = 0, ay =t e az = 2t. Assim temos:

= H(t) (7.6)

chegando a
fi=a
= a+ bt + ct?
k (1.7)
fs = a + 2bt + 4ct?
Resolvendo o sistema de equacdes apresentado em (7.7) obtemos que:
a=fi
,_Ah—3fi—f
2t 78)
st h—2f '
C -
2t2
. A4f—=3h— s
aF = t
Afs —2f3 = 2f
Para que haja minimo em H («), ou seja, ¢ > 0, devemos ter que:
f2<fs+h (7.9)

A Figura 3 apresenta o algoritmo do método de busca unidimensional via aproximagao

quadratica, como se segue:
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8 APENDICE B

8.1 ANALISE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Foram realizadas simulacdes de M, = 107! até My, = 10~7. Para M, < 1077, o erro
absoluto da solug¢do fica da mesma ordem da precisd@o de maquina, dificultando andlises.

Como caso teste, foi utilizado o problema do bocal convergente-divergente subsonico. Para
obtencdo da solu¢do de regime permanente, na marcha no pseudo-tempo foi empregado o mé-
todo de Euler Explicito. Em todas as simulacdes utilizou-se uma malha espacial com 201
pontos. As discretizacdes espaciais dos fluxos nao viscosos foram realizadas com MDP de 1?

ordem.

8.1.1 NUMERO DE CONDICIONAMENTO DA MATRIZ T'

Nas Figuras 8.1 a 8.5, s@o apresentados os resultados obtidos do niimero de condiciona-

mento da matriz pré-condicionadora I' de My = 1072 até M, = 107"

1014 ——A—— Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

———— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)

—H—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
——&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)

1012 |—S—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razédo Merkle (CFL0.5 5)
—>*—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)

10% |

Nr Cond Matriz T

FIG. 8.1: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Nr Condic Matriz ' - My = 1072 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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108 Equacdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

———— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)

—H—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)

16 | ——#&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)

10” =—o— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Raz&o Merkle (CFL0.5  5)
—>*—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.2: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz T - My = 1074 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

10— Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

—=—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)

[——— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)

1018 |L—A—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)

—S—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razédo Merkle (CFL0.5 5)
——X%—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)

Nr Cond Matriz T

FIG. 8.3: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz T - My = 1075 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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10%* —A—— Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

——M—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)

——B—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
——&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)

——S—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL0.5 5)
——@—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.4: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz T - My = 107 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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10% |—H—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
[—&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)

—©—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL0.5 5)
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FIG. 8.5: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz T - My = 1077 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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8.1.2 RAZAO DE AUTOVALORES

Nas Figuras 8.6 a 8.10, sdo apresentados os resultados obtidos da razdo dos autovalores do

sistema de My = 1072 até M, = 10~".

103 ——-A—— Equacdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

[ —®—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
| ——— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
| ——&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
|—&—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL0.5 5)
| —>*—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.6: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Razdo de Autovalores - My = 1072 - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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105 ——A—— Equagbes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
[—=—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
[——&—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
| —A—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
4 ——&—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL0.5 5)
10" ——%—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.7: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Razdo de Autovalores - My = 1074 - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

107 — /A Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
—®—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
[——— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
10° _‘A— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
F—©&—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL0.5 5)
[——%—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.8: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Razdo de Autovalores - My = 1075 - Nx
= 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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10® —/A—— Equacdes Nao Precondicionadas (CFL 0.85)
=8 Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
|———— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
10’ |=——&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
—c—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL0.5  5)
L [——%—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.9: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Razdo de Autovalores - My = 1075 - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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—®—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
[——— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
107 l=—4&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
F—C—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razédo Merkle (CFL0.5 5)
[——>%—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.10: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Razio de Autovalores - My = 1077 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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8.1.3 NUMERO DE CONDICIONAMENTO DA MATRIZ DE AUTOVETORES

Nas Figuras 8.11

a 8.15, sdo apresentados os resultados obtidos do nimero de condiciona-

mento da matriz de autovetores de My = 1072 até M, = 1077,

10!

Nr Cond Matriz Autovetores

10°

FIG. 8.11: Bocal

——A—— Equacdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

= Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
[———— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
|——&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)

——&—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL0.5 5)
[——%—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)

L

Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz Autovetores -

My = 1072 - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1% ordem.
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FIG. 8.12: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz Autovetores -
My = 10~ - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1% ordem.
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10° —A—— Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
-—®—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
[-——— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)

10’ |—A—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
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FIG. 8.13: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz Autovetores -
My = 1075 - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1% ordem.
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—~A—— Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
N Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
10" 83— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
——&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
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FIG. 8.14: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz Autovetores -
My = 1075 - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1% ordem.
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10% | ——— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
——&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
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FIG. 8.15: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Nr Condic Matriz Autovetores -
My = 1077 - Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1% ordem.
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8.1.4 ERRO ABSOLUTO DA SOLUCAO

Nas Figuras 8.16 a 8.20, s@o apresentados os resultados obtidos do comportamento do erro

absoluto da solugdo de My = 1072 até My = 10~

lO2 A Equagdes Nao Precondicionadas (CFL 0.85)
——B—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
—8—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
100 Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)
J——©—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razdo Merkle (CFL0.5 5)
—>X—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.16: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 1072
- Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1?* ordem.
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—A—— Equagdes Nao Precondicionadas (CFL 0.85)

lOO | —®— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
—B—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)

——A&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)

1072 —O0—— Novo Precond?c?onador - Vp Otimizado - Razao Merkle (CFL0.5 5)

—>X%—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.17: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 1074
- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 8.18: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 10~°
- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1?* ordem.
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10’1 ——A—— Equagbes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

———— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)

—HB—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)

102 |=—&—— Novo Precondicionador - hp Analitico (CFL 0.35)

—O6—— Novo Precondicionador - Vp Otimizado - Razao Merkle (CFL0.5 5)
—>X%—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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FIG. 8.19: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 107°

- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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——HB—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
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FIG. 8.20: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Erro Absoluto da Solugdo - My = 10~7
- Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1?* ordem.
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8.2 VALIDACAO

Foram realizadas comparacdes entre as solugdes analiticas de regime permanente do pro-
blema, fornecidas por ANDERSON (1995), e as solu¢des numéricas obtidas, para My = 1072

até My = 10~7. Compararam-se solugdes de nimero de Mach, pressdo e temperatura.

8.2.1 SOLUCAO DE NUMERO DE MACH

Nas Figuras 8.21 a 8.25, s@o apresentados os resultados obtidos da solu¢do de nimero de
Mach de M, = 1072 até M, = 10~ ".

0.02 - —A— Equacdes Nao Precondicionadas (CFL 0.85)
- ——M®—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
0.019 ——H—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
' ' —&—— Solucéo Exata
E —>*—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)
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o'010 0.25 0.5 0.75 1

FIG. 8.21: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solug¢do de Nr Mach - My = 1072 - Nx
= 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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——A—— Equacdes Ndo Precondicionadas (CFL 0.85)

- —#—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
|- —&—— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
- —O—— Solugdo Exata

|- ——>—— Novo Precondicionador - MDP Precond Merkle (CFL 0.55)

0.25 0.5 0.75 1

FIG. 8.22: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Soluc¢do de Nr Mach - M, = 10~* - Nx

=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.

8.2.2 SOLUCAO DE PRESSAO

Nas Figuras 8.26
My = 1072 até My =

a 8.30, sdo apresentados os resultados obtidos da solucio de pressdo de
107"
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2E-05 ——A—— Equacdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

- —8—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
|- ——— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
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FIG. 8.23: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Soluc¢do de Nr Mach - M, = 10~° - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 8.24: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solu¢do de Nr Mach - M, = 107°% - Nx
= 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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2E-07 ——A—— Equacdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)

- —8—— Precondicionador Tradicional de Merkle & Choi (CFL 0.55)
|- ——— Precondicionador Tradicional de Weiss & Smith (CFL 0.55)
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FIG. 8.25: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Soluc¢do de Nr Mach - M, = 1077 - Nx
=201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 8.26: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solu¢io de Pressdo - My = 1072 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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1.001 - —A— Equagdes N&o Precondicionadas (CFL 0.85)
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FIG. 8.27: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solu¢io de Pressdo - My = 1074 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 8.28: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solu¢io de Pressdo - My = 107 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 8.29: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solu¢io de Pressdo - My = 107% - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 8.30: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solu¢io de Pressdo - My = 107 - Nx =
201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1* ordem.
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FIG. 8.31: Bocal Convergente-Divergente Subsdnico - Solugio de Temperatura - My = 1072 -
Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.

8.2.3 SOLUCAO DE TEMPERATURA

Nas Figuras 8.31 a 8.35, sdo apresentados os resultados obtidos da solucdo de temperatura

de M, = 1072 até My = 1077.
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FIG. 8.32: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solugio de Temperatura - My = 1074 -
Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 8.33: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solugio de Temperatura - My = 107 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 8.34: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solucio de Temperatura - My = 1076 -
Nx = 201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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FIG. 8.35: Bocal Convergente-Divergente Subsonico - Solugio de Temperatura - My = 1077 -
Nx =201 pontos - Euler Explicito - MDP de 1? ordem.
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